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項書き換えシステムの停止性については，さまざまな検証法が研究されるとともに自動検証システムの開発

が行われている．近年，項書き換えシステムの停止性自動検証システムの研究において，SATソルバを用い

た効率的な実装が注目されている．本研究では，経路順序に基づく停止性条件の判定に SATソルバを利用

するための新しい符号化法を考案するとともに，従来手法との比較実験を行なったので報告する．

1 はじめに

項書き換えシステムの停止性の検証は，項書き換え

システムに基づく定理自動証明やプログラムの自動

検証において極めて重要である．このため，様々な停

止性検証法が提案されており，AProVE[4]やTTT[6]

などの停止性自動検証システムも開発されている. 一

方，近年，大規模なハードウェアやソフトウェアの

自動検証技術として SATソルバを利用した検証技術

が注目されている．項書き換えシステムの停止性に

ついても，SATソルバを利用した検証技術が提案さ

れている [2, 9].

項書き換えシステムの停止性検証法のうち，最も

基本的な手法として辞書式経路順序に基づく停止性

検証法がある．辞書式経路順序は，関数記号上の優

先順位に基づき生成される項上の順序であり，適当

な優先順位の元で全ての書き換え規則において左辺

が右辺より大きくなる時，項書き換えシステムの停

止性を保証することが出来る．Codishら [2]は，辞

書式経路順序による停止性検証において，SATソル

バを利用することにより，それまで開発されていた

停止性自動検証システムより良好なパフォーマンス

が得られることを報告した．

SATソルバとは，命題論理式の充足可能性を判定

するシステムである．SATソルバを利用するために

は，問題を論理式に符号化する必要がある．辞書式

経路順序による停止性判定問題を命題論理式に符号

化する手法として，近藤&栗原 [7]による原子符号化

(atom-based encoding) がある．文献 [2] において，

Codishらは，記号符号化 (symbol-based encoding)

を提案し，原子符号化に対する優位性を論じている．

辞書式経路順序の拡張として，置換付き辞書式経

路順序 (lexicographic path ordering with permuta-

tion)がある．置換付き辞書式経路順序では，関数記

号上の優先順位に加えて，それぞれの関数記号に対

する引数の置換をパラメータとして，項上の順序を

生成する．置換の符号化として佐藤&栗原 [8]による

方法が知られている．Schneider-Kampらは，最近，

Codishらの結果を置換付き辞書式経路順序へ拡張し

ている [9]が，ここでも，同様の符号化法が採用され

ている．

本論文では，まず，優先順位の原子符号化および記

号符号化に基づく辞書式経路順序の実験を行い，実

際にどの程度のパフォーマンスの違いがあるかを確

認する．次に，Codish らが提案した記号符号化が，

置換の符号化にも利用可能であることを指摘し，記

号符号化に基づく置換の符号化を提案する．そして，

置換を SK式符号化および記号符号化に基づいて符

号化した置換付き辞書式経路順序について，その比

較実験を行い，その結果を報告する．

2 項書き換えシステムの停止性と辞書式経

路順序
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書き換え規則の集合を項書き換えシステムとよぶ．

以下は，2つの書き換え規則からなる項書き換えシ

ステムである．

R

{

+(0, y) → 0

+(s(x), y) → s(+(x, y))

整数 0, 1, 2, . . .が 0, s(0), s(s(0)), . . . により表現され

るとき，R は整数の加算を計算する．書き換えシ

ステムにおける計算とは，書き換え規則の適用が

出来なくなるまで簡約を繰り返すことをいう．例

えば，2 + 1 = 3 の計算は次の簡約列により実

行される：+(s(s(0)), s(0)) → s(+(s(0)), s(0)) →

s(s(+(0, s(0)))) → s(s(s(0)))．

上記の項書き換えシステム Rでは，計算ステップ

が必ず停止し解が求まる．しかしながら，一般には，

任意の項書き換えシステムでそうなるわけではない．

項書き換えシステムが停止性を持つとは，無限に続

く簡約が存在しないこと，つまり，どんな項に対し

ても有限ステップで計算結果が求まることをいう．

項書き換えシステムの停止性を示すためのさまざ

まな手法が知られている．なかでも，基本的な方法

の 1つは辞書式経路順序を利用する方法である [1]．

この方法は，関数記号上の優先順位を定め，優先順

位により生成された辞書式経路順序で，全ての書き

換え規則において左辺が右辺よりも大きいことを示

すことにより，項書き換えシステムの停止性を保証

する．

例えば，上に示した項書き換えシステム Rでは，

+ > s > 0と優先順位を定める．項のルート記号+, 0

の比較により，+(0, y) > 0となり，また，項のルー

ト記号+, sの比較により，+(s(x), y)と s(+(x, y))の

大小は，+(s(x), y) と +(x, y) の大小に帰着される．

今度は，項のルート記号が両方とも+ であるため，

引数同士の比較に帰着され，s(x)と x，yと yの比較

になるが，s(x) > xが成立するため，結局，左辺が

右辺より大きいことが導かれる．関数記号が同じ場

合の引数同士の比較は通常は左から順に行うが，こ

の順番は関数記号に応じて定めることも可能である

(置換付き辞書式経路順序)．

以下に，優先順位>に基づく辞書式経路順序>lpo

の定義を示す [1]．s >lpo t ⇔

1. t ∈ V , s /∈ V かつ t ∈ V (s),

2. s = f(s1, . . . , sn)かつ ∃i.si ≥lpo t,

3. s = f(s1, . . . , sn), t = g(t1, . . . , tm), f > gかつ

∀i.s > ti, または

4. s = f(s1, . . . , sn), t = f(t1, . . . , tn), ∀i.s >lpo ti

かつ 〈s1, . . . , sn〉 �lex 〈t1, . . . , tn〉．

ここで，辞書式比較 〈s1, . . . , sn〉 �lex 〈t1, . . . , tn〉は

以下により再帰的に定義される．

1. s1 >lpo t1, または

2. s1 = t1 かつ 〈s2, . . . , sn〉 �lex 〈t2, . . . , tn〉．

上記の辞書式比較は，引数比較を左から右にした場

合であるが，関数記号に応じて引数比較の順番を変え

ることも出来る．その場合は，関数記号 f それぞれに

対する置換 πf : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}を与え，定

義の第 4項の�lexを以下により定義される�lex(πf )

と置き換える：〈s1, . . . , sn〉 �lex(πf ) 〈t1, . . . , tn〉 ⇔

〈sπf (1), . . . , sπf (n)〉 �lex 〈tπf (1), . . . , tπf (n)〉．このよ

うにして拡張された辞書式経路順序を置換付き辞書

式経路順序とよぶ．以下では，関数記号 f それぞれ

に対する置換 (πf )f∈F に基づく置換付き辞書式経路

順序を >π
lpo と書く．

命題 1 ([1]) ある優先順位>と関数記号それぞれに

対し定めた置換 (πf )f∈F が存在して，任意の書き換

え規則 l → r ∈ Rについて，l >π
lpo r が成立すると

き，項書き換えシステムRは停止性を持つ．

3 辞書式経路順序の符号化と充足可能性問

題への帰着

辞書式経路順序に基づく項書き換えシステムRの

停止性検証のためには，適切な優先順位および適切

な置換に対して，書き換え規則が順序付けられるこ

とをいえばよい．従って，書き換え規則が順序つけら

れるような優先順位や置換の存在性の検証をするこ

とになる．この存在問題は，命題論理式の充足可能

性問題に還元することが可能であり，従って，SAT

ソルバを利用して解くことが可能である．

命題論理式への符号化には，素となる命題である

優先順位や置換の符号化法が欠かせない．この部分

の符号化については次節以降で説明する．優先順位

の符号化法 eに基づく (置換付きでない)辞書式経路

順序の符号化 [[ >lpo ]]e は以下により与えられる．

1. s ∈ V のとき．[[s >lpo t]]e = ⊥
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2. t ∈ V のとき．[[s >lpo t]]e =
{

> (s 6= tかつ t ∈ V (s)のとき)

⊥ (それ以外)

3. s = f(s1, . . . , sn), t = g(t1, . . . , tm) (f 6= g)の

とき．[[s >lpo t]]e =

n
∨

i=1

[[si ≥lpo t]]e ∨ (e (f > g) ∧

m
∧

i=1

[[s >lpo ti]]e)

4. s = f(s1, . . . , sn), t = f(t1, . . . , tn) のとき．

[[s >lpo t]]e =

n
∨

i=1

[[si ≥lpo t]]e ∨ (

n
∧

i=1

[[s >lpo ti]]e∧

[[〈s1, . . . , sn〉 �lex 〈t1, . . . , tn〉]]e)

また，[[〈s1, . . . , sn〉 �lex 〈t1, . . . , tn〉]]e =










⊥ (n = m = 0)

[[s1 >lpo t1]]e (s1 6= t1)

[[〈s2, . . . , sn〉 �lex 〈t2, . . . , tn〉]]e (s1 = t1)

置換付き辞書式経路順序の場合も同様にして命題

論理式に符号化することが出来る [8]．優先順位およ

び置換の符号化法 eに基づく (置換付き/置換なし)辞

書式経路順序による停止性判定問題は

CONDe ∧
∧

l→r∈R

[[l >π
lpo r]]e

という形の命題論理式の充足可能性問題に帰着され

る．ここで，論理式 CONDe はそれぞれの優先順位

や置換の符号化法 eにより必要となる追加条件を符

号化した論理式で，必要ない場合は CONDe = >と

おく．

4 優先順位の符号化法とその比較実験

前節で優先順位の符号化法 eに基づく辞書式経路

順序による停止性検証問題の命題論理式への符号化

について説明した．優先順位の符号化法として，近藤

&栗原 [7]による原子符号化 (atom-based encoding)

とCodishら [2]による記号符号化 (symbol-based en-

coding)が知られている．本節では，この 2つの符号

化法について説明するとともに，比較実験を行う．ま

た，参考として，比較的単純な符号化法 (マス式符号

化)を 1つ与え，それとの比較実験も行う．なお，以

下では，関数記号集合を F = {f1, . . . , f |F|} とし，

優先順位として全順序のみを考える．

4.1 原子符号化

近藤&栗原 [7]において使用されている原子符号化

について説明する．なお，原子符号化の名前は文献

[2]による．原子符号化では 2つの関数記号の大小に

対して論理変数を割り当てる．論理変数集合として

{xij | 0 < i < j ≤ |F|} を用いる．論理変数 xij

(i < j)は fi > fj を表わすときに 1，そうでないと

き (すなわち fj > fi のとき)は 0となると考える．

fi > fj f1 f2 · · · f|F|−1 f|F|

f1 − x12 · · · x1(|F|−1) x1|F|

f2 − − · · · x2(|F|−1) x2|F|

...
...

...
...

...
...

f|F|−1 − − · · · − x(|F|−1)|F|

すなわち，優先順位の原子符号化 eは次のようになる．

e(fi > fj) =

{

xij (i > j)

¬xij (i < j)

>が全順序であることを保証するため，原子符号化

では，推移律を表わす以下の命題が CONDe として

必要となる．

∧

1≤i,j,k≤|F|
i6=j 6=k 6=i

¬e(fi > fj) ∨ ¬e(fj > fk) ∨ e(fi > fk)

4.2 記号符号化

Codishら [2]により提案された記号符号化について

説明する．記号符号化では，f1, . . . , f |F|のそれぞれに

0, 1, . . . , |F|−1までの重みw(fi)を付け，fi > fj ⇔

w(fi) > w(fj)と約束する．一方で，0, 1, . . . , |F|−1

までの重みを長さm = dlog |F|eの 2進数で表わし，

この 2進数のそれぞれの桁のビットに対応する論理

変数を用意する．つまり，論理変数集合は {xij | 1 ≤

i ≤ |F|, 1 ≤ j ≤ m} となる．

w(fi)の 2進数表現

f1 x11 x12 · · ·x1m

f2 x21 x22 · · ·x2m

... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f|F| x|F|1 x|F|2 · · ·x|F|m

このとき，ビット列 x11 x12 · · ·x1m は自然数の

重みを 2進数化したものであるから，k ビット目で
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xik = 1, xjk = 0，それより高次のビット l (< k)では

xil = xjlとなるような kが存在すれば，fi > fj とな

る．従って，優先順位の 2進数符号化は e(fi > fj) =

∨

1≤k≤|F|

(xik ∧ ¬xjk ∧
∧

0<l<k

(xil ↔ xjl)
)

により与えられる．自然数で重み付けしているため，

>は自動的に全順序となる．従って，CONDe = >

とおけばよい．

4.3 マス式符号化

マス式では {xij | 1 ≤ i, j ≤ |F|}の変数を用意し，

xij = 1 ⇔ 関数記号 fi は j 番目に大きい関数記号

であるとき，と約束する．従って，マス式符号化は

e(fi > fj) =

∨

1≤k≤|F|

(xik ∧
∧

0<l<k

¬xjl)

により与えられる．j番目に小さい関数記号は唯 1つ

に，また，関数記号の重みは唯 1つになる必要があ

るため，マス式符号化ではこれらの一意性を示す次

の命題を CONDe として追加する必要がある．

(
∧

1≤j≤|F|

ones({xij | 1 ≤ i ≤ |F|}))

∧ (
∧

1≤i≤|F|

ones({xij | 1 ≤ j ≤ |F|}))

ここで，ones(P )は，P 中の命題のうち丁度 1つが

真となることを符号化した命題とする．

4.4 実装および比較実験

優先順位の符号化に 3つの符号化法を用いた辞書

式経路順序に基づく停止性検証プログラムを関数型

プログラム言語 SML/NJを用いて実装した．SATソ

ルバは minisatを利用し，論理式の論理積標準形へ

の変換には文献 [5]における変換アルゴリズム ct∗∗

を用いた．

表1に，Termination Problem Database1 (TPDB)

からの例について，停止性検証実験を行った結果を

示す．Codish/から始まる行は，文献 [2]で報告され

ている検証に時間を要する例についての実行時間，

Codish/*はその合計時間を示している．また，SK/*

1http://www.lri.fr/~marche/tpdb/

には，経路順序による停止性のベンチマークとして

使用されることを多い文献 [10] の例題集について検

証を試みた合計時間を示す．また，aprove/*には，文

献 [9]と同じ実験例についての合計時間を示した．全

て時間は実行に要した CPU 時間であり，計測には

1.2GHz Pentiumプロセッサおよび 1Gバイトのメモ

リを搭載した PCを用いた．

実験の結果，原子符号化と記号符号化で，ほぼ同

様のパフォーマンスが得られた．ただし，大規模な

例 (Codish/Cime mucrl1) については，記号符号化

がはるかに良いパフォーマンスを示しており，大規

模な例に対する記号符号化の利点が確認された．ま

た，原子符号化と記号符号化も，単純な符号化法で

あるマス式と比較するとはるかに良いパフォーマン

スを示すことが確認できた．

5 置換の符号化法とその比較実験

置換付き辞書式経路順序を符号化するには，関数

記号の優先順位に加えて，関数記号それぞれに対す

る置換を符号化する必要がある．各関数記号 f に対

する置換は，f のアリティを ar (f)と表わすとき，全

単射 πf : {1, . . . , ar(f)} → {1, . . . , ar(f)} である．

本節では，まず，文献 [8, 9]で用いられている置換の

符号化について説明し，次に，置換の記号符号化に

ついて提案する．更に，比較のために考案した方法

である隣接式について説明する．

5.1 佐藤&栗原による符号化

佐藤&栗原およびCodishら [8, 9]で用いられてい

る符号化 (以下，SK式符号化とよぶ)について説明す

る．SK式符号化では，
⋃

f∈F ,ar(f)≥2{x
f
ij | 1 ≤ i, j ≤

ar (f)} の論理変数を用いる．xf
ij = 1 ⇔ (関数記号

f の)第 i引数は j 番目に比較される，と約束する．

このとき，j 番目に比較される引数は唯 1つに定ま

り，各引数が比較されるのは 1度だけ，という条件

を CONDe に追加する．

∧

f∈F
ar(f)≥2

(
∧

1≤j≤|F|

ones({xf
ij | 1 ≤ i ≤ |F|})

∧
∧

1≤i≤|F|

ones({xf
ij | 1 ≤ j ≤ |F|}))
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優先順位の符号化 原子 記号 マス式 記号 記号 記号
辞書置換の符号化 - - - SK式 記号 隣接式

Codish/Zantema z30 0 2 2 161 180 163
Codish/Cime mucrl1 750 86 - 1057 1009 1117
Codish/currying AG01 No 3.13 9 7 77 399 427 400
Codish/higher-order Bird Hamming 8 7 78 146 157 146
Codish/HM t005 18 35 359 432 425 421
Codish/HM t009 43 107 1907 112 191 126
Codish/TRCSR Ex1 2 AEL03 C 37 64 1323 71 76 81
Codish/TRCSR Ex1 2 AEL03 GM 47 37 1317 40 39 48
Codish/TRCSR Ex26 Luc03b C 17 30 467 35 35 37
Codish/TRCSR Ex2 Luc02a C 17 32 457 34 36 35
Codish/TRCSR Ex3 3 25 Bor03 C 12 24 225 29 29 31
Codish/TRCSR Ex4 7 37 Bor03 C 15 23 292 29 29 31
Codish/TRCSR Ex5 7 Luc97 C 32 65 1189 70 72 72
Codish/TRCSR Ex6 15 AEL02 C 55 100 2747 108 121 121
Codish/TRCSR Ex6 15 AEL02 FR 66 37 1961 44 43 47
Codish/TRCSR Ex6 15 AEL02 GM 97 48 3040 58 55 63
Codish/TRCSR Ex6 15 AEL02 Z 68 34 1898 42 38 46
Codish/TRCSR Ex7 BLR02 C 15 23 285 24 25 26
Codish/TRCSR Ex8 BLR02 C 11 22 220 28 27 28
Codish/TRCSR Ex9 BLR02 C 12 35 229 33 38 33
Codish/TRCSR ExAppendixB AEL03 C 44 72 1624 80 80 87
Codish/TRCSR ExIntrod GM99 C 27 53 909 58 59 63
Codish/TRCSR ExIntrod Zan97 C 16 25 410 30 31 31
Codish/TRCSR ExSec11 1 Luc02a C 22 37 634 41 41 42
Codish/AProVE AAECC-ring 85 43 2471 98 44 168

Codish/* の合計 1528 1042 - 3262 3220 3472

SK90/* の合計 247 293 1214 407 380 493

Aprove/* の合計 5307 4640 93145 10087 9548 11257

(単位 msec.)

表 1: SATソルバを利用した辞書式経路順序による停止性検証

5.2 記号符号化

i > j ⇔ 第 i引数は第 j 引数より先に比較される，

という順序を考えると，置換の符号化に対しても，優

先順位の符号化で用いた記号符号化がそのまま利用

できることがわかる．fの引数 iに 0, . . . , ar(f)−1ま

での重みw(i)をつける．fの引数の比較は，重みの大

きい順に行う．つまり，i > j ⇔ w(i) > w(j)とする．

また，重みを 2進数で表現し，そのそれぞれのビット

を論理変数に対応させる．つまり，用意する論理変数

は，m = dlog ar(f)eとするとき，
⋃

f∈F ,ar(f)≥2{x
f
ij |

1 ≤ i ≤ ar(f), 1 ≤ j ≤ m} となる．

5.3 隣接式符号化

隣接式符号化では，それぞれの関数記号fについて，

xf
ij ⇔引数 iの次に引数 jが比較される，に対応する

論理変数を導入する．このとき，比較の最初と最後を

表わすため，xf
0i,x

f
in (n = ar (f) + 1, 1 ≤ i ≤ ar(f))

なる論理変数も入れる．つまり，論理変数集合とし

ては
⋃

f∈F ,ar(f)≥2{x
f
ij | 0 ≤ i ≤ ar (f), 1 ≤ j ≤

ar (f) + 1} を用意する．第 i引数の後に比較される

引数も，第 j 引数の前に比較される引数も唯 1つに

決まる必要がある．従って，これらの一意性条件を

符号化した以下の命題を CONDe に追加する．

∧

f∈F
ar(f)≥2

(
∧

0≤i≤|F|

(ones({xf
ij | i 6= j, 1 ≤ j ≤ ar(f) + 1}))

∧
∧

1≤j≤|F|+1

(ones({xf
ij | i 6= j, 0 ≤ i ≤ ar(f)})))

5.4 実装および比較実験

表 1に，優先順位の符号化に記号符号化を，置換の

符号化に 3つの符号化を用いた場合の置換付き辞書

式経路順序による停止性検証実験の結果を示す．実験

結果を見ると，記号符号化を使用した場合でも，SK
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式符号化を使用した場合と遜色ないパフォーマンス

を示している．このことから，特に置換の場合にだ

け，記号符号化を避ける理由はないように見受けら

れる．

また，アリティの大きな関数記号を使用した場合

には，関数記号の優先順位の符号化と同様に，記号

符号化の方が利点があるのではないかと考えられる．

通常の関数プログラムをモデル化した項書き換えシ

ステムでは，あまり大きなアリティをもつ関数記号

を使用することは考えにくいが，プロトコルのモデ

ル化 [3] などでは，大きなアリティをもつ関数記号を

用いる場合も考えられる．そのような場合には，置

換についても記号符号化を用いることにより，より

効率的な停止性検証を行うことが出来るのではない

かと予測される．

また，比較のために考案した隣接式符号化と比べ

ても，SK 式符号化，記号符号化の順に若干づつパ

フォーマンスがよくなっているものの，あまり優劣

に差が見られないことから，実験対象となっている

項書き換えシステムには，大きなアリティをもつ関

数記号を用いた例が少ないために，実験結果には置

換の符号化法の優劣があまり明らかには表面化して

いないと考えられる．

6 おわりに

本論文では，置換付き辞書式経路順序における置

換の符号化法として，関数記号の優先順位の符号化

法で標準的となっている記号符号化に基づく方法を

提案するとともに，比較実験を行い，文献 [8, 9]で用

いられている従来手法と比較して遜色ないパフォー

マンスを得られたことを報告した．また，アリティの

大きな関数記号を使用する場合には，関数記号の優

先順位の符号化と同様に，記号符号化の方が利点が

あるのではないかと予想される．このような観点か

らの実験例を用いて，提案手法の有効性について，よ

り精密な実証実験を進めることは今後の課題である．
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