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パターンによるプログラム自動変換 (Chiba et al. 2006)では，2階変換パターンをもちいて，項書き換えシ
ステムの自動変換を実現している．具体的な変換例から 2階変換パターンを自動生成する方法として，Chiba

et al. (2007)は 2 階一般化アルゴリズムを提案し，その健全性を示すとともに，変換パターンの自動生成実
験を行った．本発表では，2階一般化アルゴリズムの改良を試みるとともに，その完全性について考察する．

1 はじめに

パターンに基づくプログラム変換はHuetと Lang
により提案されたプログラム効率化の手法である [4]．
著者らは文献 [2, 3]において，項書き換えを計算モデ
ルに用いたパターンに基づくプログラム変換の枠組み

を提案した．この枠組みでは，変換パターンP ⇒ P ′

と項書き換えシステムRが与えられたとき，項書き
換えパターン P と項書き換えシステム Rのパター
ン照合を行い，得られた項準同型写像 ϕ を用いて，

ϕ(P ′)を出力する．
パターンに基づくプログラム変換を行うためには，

適切な変換パターンを前もって用意する必要がある．

このため，パターンに基づくプログラム変換の適用

範囲を広げるためには，さまざまな種類の変換パター

ンを準備することが重要である．しかしながら，我々

が調査した限りでは，変換パターンの構築に関する

研究はあまり知られていない．

そこで，著者らは，文献 [1]において，変換パター
ンを構築する手法の 1つとして，具体的なプログラ
ム変換例から変換パターンを構築する手法を提案し

た．この手法では，類似のプログラム変換を一般化

することにより，変換パターンを生成する．個別のプ

ログラム変換の相違点を一般化することにより，他

のプログラムに対しても有効な変換パターンが得ら

れることが期待できる．

実際，文献 [1]では，ヒューリスティッスクを用い
た実装によって，いくつかの具体例に対し，プログラ

ム変換例から変換パターンを構築できることを示す

とともに，2つの具体的なプログラム変換R1 ⇒ R′
1

と R2 ⇒ R′
2 から生成した変換パターン P ⇒ P ′ を

用いて，別のプログラム変換 R3 ⇒ R′
3 に成功する

場合があることを示した．

プログラム変換の一般化手続きは，項の 2階一般化
アルゴリズムを原理とする．著者らは，Plotkinによ
る 1階一般化アルゴリズム [5]を拡張することにより，
2階一般化アルゴリズムを得た．項の 1階一般化と
は，2つの項 s, tの異なる部分を変数とすることによ

り，uθ1 = s，uθ2 = tとなるような代入 θ1, θ2の存在

するような項 uを構成することである．例えば，項

+(s(x1), y1) と項 +(x2, s(y2)) の一般化は +(x3, y3)
となる．これに対して，2階一般化では，関数部分も
パターン変数により一般化されることが特徴である．

例えば，項+(s(x1), y1)と項×(s(x2), y2)の一般化は
パターン p(s(x3), y3)となる．ここで，pは (+や ×
により具体化される)パターン変数である．

Plotkinによる 1階一般化アルゴリズムは，健全か
つ完全であることが示されている [5]．一方，著者ら
が提案した 2階一般化アルゴリズムについて健全性
は成立する [1] が，完全性についてはまだ明らかに
なっていない．本論文では，2階一般化アルゴリズム
の完全性について検討する．
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Gen1

〈C[s ∧ t], φ〉
〈C[x], φ ∪ {s ∧ t 7→ x}〉

root(s) 6= root(t), s ∧ t /∈ dom(φ)．ただし，xは新しい変数

Gen2

〈C[s ∧ t], φ〉
〈C[x], φ〉

root(s) 6= root(t), φ(s ∧ t) = x

Divide
〈C[f(s1, . . . , sn) ∧ f(t1, . . . , tn)], φ〉

〈C[f(s1 ∧ t1, . . . , sn ∧ tn)], φ〉

Ident
〈C[x ∧ x], φ〉
〈C[x], φ〉

図 1: 1階一般化アルゴリズム Gen の推論規則

2 1階一般化アルゴリズムとその健全性・
完全性

我々は，Plotkinによる 1階一般化アルゴリズムを
我々の体系に合うように形式化し，健全性，完全性

を示した．以下では，簡単に，1階一般化アルゴリズ
ムとその健全性・完全性について説明する．

まず，組項の概念を導入する [1]．組項とは，特
別な 2 引数関数 ∧ を用いた項で，∧ のネストしな
い項をいう．正確には，組項の集合 T∧(F , V ) は以
下のように定義される．(1) T(F , V ) ⊆ T∧(F , V );
(2) s, t ∈ T(F , V ) ならば s ∧ t ∈ T∧(F , V );
(3) s1, . . . , sn ∈ T∧(F , V ) かつ f ∈ Fn ならば，

f(s1, . . . , sn) ∈ T∧(F , V ). ∧の出現を持たない組項
tを ∧-自由，ルート記号が ∧の組項 tを ∧-トップと
よぶ．

図 1に 1階一般化アルゴリズムGen の推論規則を
示す．推論規則は，組項と，∧-トップ組項から変数
への写像の対を推論の対象とする．〈s, φ〉が Gen の
適用により 〈s′, φ′〉となるとき，〈s, φ〉 ; 〈s′, φ′〉と
記す．

次に，組項に対する射影を定義する．組項 tの射影

πi(t) (i = 1, 2)は次のように定義される：(1) πi(t) =
t (t ∈ T(F , V ) のとき), (2) πi(f(s1, . . . , sn)) =
f(πi(s1), . . . , πi(sn)) (f ∈ F のとき)，(3) πi(s1 ∧
s2) = si．

以下のように，1階一般化アルゴリズムの停止性
と健全性が成立する．

定理 1 (1階一般化アルゴリズムの停止性) ; は整

礎．

定理 2 (1階一般化アルゴリズムの健全性)

〈s ∧ t, ∅〉 ∗
; 〈u, φ〉 かつ u は ∧-自由とする．こ

のとき，φ−1
1 (u) = s かつ φ−1

2 (u) = t が成立する．

ただし，ここで，φ−1
i = {x 7→ vi | v1 ∧v2 7→ x ∈ φ}.

完全性の証明に次の補題を利用する．

補題 3 i = 1, 2についてπi(e) = πi(e′)が成立すると
する．このとき，〈e, φ〉 ∗

; 〈ẽ, φ〉かつ 〈e′, φ〉 ∗
; 〈ẽ, φ〉

となる ẽが存在する．

項 u,s,tに対して，uθ1 = sかつ uθ2 = tとなる代

入 θ1と θ2が存在するとき，uを sと tの 1階一般化
とよぶ．

補題 4 〈e, φ〉に対して，uは π1(e)と π2(e)の 1階
一般化かつ eは ∧-自由でないとする．このとき，u

は π1(e′)と π2(e′)の 1階一般化かつ 〈e, φ〉 ∗
; 〈e′, φ′〉

となる 〈e′, φ′〉が存在する．

証明: e = C[s ∧ t]pとする．root(s) = root(t)のと
きは，Identか Divideが適用できる．適用後の結果
を 〈e′, φ〉とすると，πi(e) = πi(e′) (i = 1, 2)である
ので，uは π1(e′)と π2(e′)の 1階一般化となる．

root(s) 6= root(t)のとき，p′ ≤ pかつu|p′ = y ∈ V

となるポジション p′ ∈ Pos(u)が存在する．ここで，
uθ1 = π1(e)，uθ2 = π2(e)，{p1, . . . , pn} = {q ∈
Pos(u) | u|q = y} \ {p′} とする．
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uθi = πi(e)，u|p′ = y より，θi(y) = πi(e|p′) =
πi(C[s∧ t]|p′)．ここで C[s∧ t]|p′ = C ′[s∧ t]とおく．
このとき

〈e, φ〉= 〈C[C ′[s ∧ t], e|p1 , . . . , e|pn ]p′,p1,...,pn , φ〉
∗
; 〈C[Ĉ[s ∧ t], Ĉ[s ∧ t], . . . , Ĉ[s ∧ t]]p′,p1,...,pn , φ〉

補題 3より
+
;

〈C[Ĉ[x], Ĉ[x], . . . , Ĉ[x]]p′,p1,...,pn , φ ∪ {s ∧ t 7→ x}〉
Gen1 もしくは Gen2 を適用

ここで 〈C[Ĉ[x], Ĉ[x], . . . , Ĉ[x]]p′,p1,...,pn , φ ∪ {s ∧
t 7→ x}〉 = 〈e′, φ′〉とし，θ′1 と θ′2 を以下で定義する．

θ′1 = {θ1 \ {y 7→ π1(C[s ∧ t]|p′)}} ∪ {y 7→ π1(Ĉ[x])}
θ′2 = {θ1 \ {y 7→ π2(C[s ∧ t]|p′)}} ∪ {y 7→ π2(Ĉ[x])}

このとき uθ′1 = π1(e′)，uθ′2 = π2(e′)であるので，u

は π1(e′)と π2(e′)の 1階一般化となる． ¤
補題 4より以下の定理が導かれる．ここで，項 s

と tに対して，θ(s) = tとなる代入 θ が存在すると

き，s - tと書く．

定理 5 (1階一般化アルゴリズムGen の完全性)

u を s と t の 1 階一般化とする．このとき，
〈s∧ t, ∅〉 ∗

; 〈v, φ〉かつ u - vとなる ∧-自由な項 vが

存在する．

3 2階一般化アルゴリズムとその健全性・
完全性

我々は図 1で示した 1階一般化アルゴリズム Gen
を拡張し，2階一般化アルゴリズム 2nd-Gen を提案
した．また，その停止性，および，健全性を示した

[1]．以下では，文献 [1] で提案されたアルゴリズム
2nd-Gen を修正し，アルゴリズムの完全性について
議論する．

図 2は，図 1で示した 1階一般化アルゴリズムを
拡張した 2階一般化アルゴリズムの推論規則である．
我々の枠組みでは 2階一般化された記号を表現する
ためにパターン変数の概念を導入した [2, 3]．パター
ン変数を含む項は項パターンとよぶ．推論規則は組

項パターンと ∧-トップの組インデックス付き文脈か
らパターン変数への写像の対を推論の対象とする．図

2のアルゴリズムは，1階一般化アルゴリムの拡張で
あることを明確にし，完全性に関する議論の見通し

をよくするため，[1]で提案されたアルゴリズムにお
いて局所変数の概念を無効にしている．

〈s,Φ〉が 2nd-Gen の適用により 〈s′, Φ′〉となると
き，〈s,Φ〉 ; 〈s′,Φ′〉と記す．また，組項パターンに
対する射影は 1階一般化と同様に定義する．項パター
ン u, s, tに対して，ϕ1(u) = sかつ ϕ2(u) = tとなる

項準同型写像 ϕ1, ϕ2 が存在するとき，uを sと tの

2階一般化とよぶ．項パターン s, tに対して ϕ(s) = t

となる項準同型写像ϕが存在するとき，s - tと書く．

図 2のアルゴリズムは [1]で提案されたアルゴリズ
ムを制限したものなので，以下の通り，停止性と健

全性が成立する．

定理 6 (2階一般化アルゴリズムの停止性) ; は整

礎．

定理 7 (2階一般化アルゴリズムの健全性) 〈s∧t, ∅〉
∗
; 〈u, Φ〉 かつ u は ∧-自由とする．このとき，
Φ−1

1 (u) = sかつ Φ−1
2 (u) = tが成立する．ここで，

Φ−1
i = {p 7→ Ci | C1 ∧ C2 7→ p ∈ Φ}．

1階一般化と同様，以下の予想を示すことにより 2
階一般化アルゴリズムの完全性を示すことが可能と

なる．

予想 8 〈e,Φ〉に対して，uは π1(e)と π2(e)の 2階一
般化かつ eは ∧-自由でないとする．このとき，uは

π1(e′)と π2(e′)の 2階一般化かつ 〈e,Φ〉 +
; 〈e′, Φ′〉

となる．〈e′,Φ′〉が存在する．

予想 8から以下の定理が導出される．

定理 9 (2階一般化アルゴリズム 2nd-Gen の完全性)

uを sと tの 2階一般化とする．このとき，〈s∧ t, ∅〉
∗
; 〈v, Φ〉 かつ u - v となる ∧-自由な項パターン v

が存在する．

一般化アルゴリズムの完全性を証明する際に重要

なことは，同じ変数に代入される部分の一般化を同

期させることである．例えば，s = f(g(x), g(x))と
t = f(h(y, z), h(y, z))の 1階一般化の 1つとしては
u = f(v, v)があげられる．本論文で示した 1階一般
化アルゴリズムを用いて sと tの一般化を求める際，

以下の推論が実行される．

〈s ∧ t, ∅〉
; 〈f(g(x) ∧ h(y, z), g(x) ∧ h(y, z)), ∅〉
; 〈f(v, g(x) ∧ h(y, z)), {g(x) ∧ h(y, z) 7→ v}〉

u = f(v, v)が sと tの一般化であるので，f(g(x) ∧
h(y, z), g(x) ∧ h(y, z)) における f の 2つの引数を同
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Gen1

〈C[C1〈s1, . . . , sn〉 ∧ C2〈t1, . . . , tn〉],Φ〉
〈C[p(α1, . . . , αn)], Φ ∪ {C1 ∧ C2 7→ p}〉

C1 6= C2,
C1 ∧ C2 /∈ dom(Φ),
H (C1) ∪ H (C2) = {¤1, . . . , ¤n}．
ただし，pは新しいパターン変数．

αi =


si ∧ ti if ¤i ∈ H (C1) ∩ H (C2)
si if ¤i ∈ H (C1) \ H (C2)
ti if ¤i ∈ H (C2) \ H (C1)

Gen2

〈C[C1〈s1, . . . , sn〉 ∧ C2〈t1, . . . , tn〉], Φ〉
〈C[p(α1, . . . , αn)], Φ〉

C1 6= C2,
Φ(C1 ∧ C2) = p

αi =


si ∧ ti if ¤i ∈ H (C1) ∩ H (C2)
si if ¤i ∈ H (C1) \ H (C2)
ti if ¤i ∈ H (C2) \ H (C1)

Divide
〈C[q(s1, . . . , sn) ∧ q(t1, . . . , tn)], Φ〉

〈C[q(s1 ∧ t1, . . . , sn ∧ tn)], Φ〉
q ∈ F ∪ X

図 2: 2階一般化アルゴリズム 2nd-Gen の推論規則

期させる必要がある．すなわち，fの第 2引数 g(x)∧
h(y, z)が vとなる必要がある．1階一般化では補題 3
が成立しているので，この同期を実現することがで

きる．

一方，2階一般化では，代入される変数が項パター
ンの葉の位置以外にも出現するため，1階一般化と
同様，同じパターン変数へ代入される部分の同期に

は，項の同期ではなく文脈の同期が必要となる．ま

た，2階一般化ではGen1とGen2によってもあたら

しい ∧-トップの項パターンが出現するため，1階一
般化における補題 3と同様の補題を，2階一般化で
示すことは 1階のときほど簡単ではない．
また，“uは sと tの 2階一般化”と言ったときに，

ϕ1(u) = s，ϕ2(u) = tとなる項準同型写像 ϕ1，ϕ2

は一般に複数存在する．我々の実験から，複数存在

する項準同型写像のなかから，適切なものを選択し

ないと完全性の証明に失敗することが分かっている．

2階一般化アルゴリズムの完全性を示すには，上記
の複数ある項準同型写像から適切なものを選択する

基準をあきらかにする必要がある．

4 おわりに

本論文では一般化アルゴリズムの完全性に関する

議論を行った．はじめに，Plotkinによる 1階一般化
アルゴリズムを我々の体系のもとで形式化し，その

完全性の証明を与えた．また，1階一般化アルゴリズ
ムを拡張し，2階一般化を実現するアルゴリズムを
構築した．完全性の証明と，1階一般化アルゴリズム
からの拡張であることをあきらかにするために，[3]
で提案されたアルゴリズムから局所変数の概念を無

効にした，より簡明なアルゴリズムを提案した．さ

らに，アルゴリズムの停止性，健全性を与え，完全

性証明を実現するための問題をあきらかにした．

今後の課題は，前節で示した完全性を示すための

問題を解決し，2階一般化アルゴリズムの完全性証明
を与えることである．また，本論文では議論の見通

しを明快にするために局所変数を無効にした枠組み

でアルゴリズムを提案し，その完全性の議論を行っ

た．しかしながら，局所変数はプログラム変換への

応用を考慮した際に重要な概念となる．したがって，

局所変数を考慮した枠組みにおける，簡明な 2階一
般化アルゴリズムの提案と，その完全性を示すこと

も今後の課題である．
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