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概 要 項書き換えシステムの重要な特徴付けの一つに帰納的定理があり，その自動証
明法として書き換え帰納法が知られている．従来知られている基本的な書き換え帰納法
は，条件なしの項書き換えシステムと等式帰納的定理を対象としている．本論文では，
まず，項書き換えシステムだけでなく，条件付き項書き換えシステムが扱えるようにア
ンラベリング変換を導入する．次に，帰納的定理についても，等式だけでなく，等式の
ホーン節を扱えるように書き換え帰納法の拡張を行う．また，提案手法の正当性を証明
するとともに，提案手法に基づく帰納的定理自動証明システムを実装する．実装システ
ムを用いた帰納的定理証明の実験を行い，その結果を報告する．

1 はじめに

帰納的定理は，項書き換えシステムにおける重要な論理的妥当性の一つとして知られている [?]．
帰納的定理は，直観的には項書き換えシステムをプログラムとして見たときに正しい式に対応し，代
数仕様記述や項書き換えシステムに基づくプログラム検証などにおいて重要な概念である．帰納的
定理の自動証明法の 1つとして書き換え帰納法 [?]が知られている．理論的基盤がよく調べられてい
る基本的な書き換え帰納法は，項書き換えシステムと等式帰納的定理を対象としている [?, ?, ?, ?]．
一方，実際のプログラムのモデル化に際しては条件付きの書き換え規則による計算システムであ

る条件付き項書き換えシステム [?]が重要である．また，帰納的定理についても，等式だけでなく，
条件付き等式 (等式のホーン節)についても考えることができ，条件付き等式を用いることでより広
範囲な性質の記述が可能となる．実際，条件付き項書き換えシステムや条件付き等式に対する書き
換え帰納法も提案されている [?, ?]．しかしながら，これらの先行研究は，非常に複雑な体系を用
いているばかりか，その理論的基盤の検証が困難であり，その後，これらの体系を基礎とした研究
はほとんど行われていない．
本論文では，まず，条件付き項書き換えシステムから項書き換えシステムへの変換法であるアン

ラベリング変換 [?]を利用して，条件付き項書き換えシステムに対する帰納的定理証明を扱うこと
を考える．アンラベリング変換の正当性が保証される条件付き項書き換えシステムのクラス [?, ?]

と，条件付き項書き換えシステムにおいて計算モデルとしての性質と論理上の性質の対応がつくク
ラス [?]とを対応付けることで，アンラベリング変換を用いて帰納的定理証明を扱えるクラスを明
らかにする．次に，帰納的定理についても，等式だけでなく，等式のホーン節を扱えるように書き
換え帰納法の拡張を行い，その正当性を証明する．そして，この両者を結び付けることで，条件付
き項書き換えシステムに対する，ホーン節帰納的定理の自動証明を実現する．また，提案手法に基
づく帰納的定理自動証明システムを実装するとともに，帰納的定理証明の実験を行い，その有効性
や問題点を考察する．
本論文の構成は次のとおりである．第 2節では本論文で通して用いる基本概念や記法について説

明する．第 3節では条件付き項書き換えシステムにおける等式帰納的定理証明について説明する．
第 4節ではホーン節帰納的定理の自動証明について説明する．第 5節では実装した帰納的定理自動
証明システムについて説明し，その実験結果を示す．第 6節は結論である．



2 準備

本節では，本論文で通して用いる基本概念や記法について説明する．

2.1 条件付き項書き換えシステム

2項関係→の反射推移閉包を→∗，等価閉包を ↔∗と記す．関係→が合流性をもつとは，x←∗

y →∗ z に対して，x →∗ u ←∗ z となる uが存在するときをいう．関係→が停止性をもつとは，
x0 → x1 → · · · なる無限列が存在しないときをいう．関係→が完備であるとは，関係→が合流性
と停止性をもつことをいう．要素 aが正規形であるとは，a→ b となる bが存在しないときをいう．
a→∗ bなる正規形 bを aの正規形とよび，任意の要素がその正規形をもつとき，関係→は弱正規
化可能であるという．
S をソート集合としたとき，S 上の多ソートシグニチャとは，関数記号集合 F で，それぞれの

関数記号 f ∈ F に，sort(f) = τ1 × · · · × τn → τ0 (τ0, . . . , τn ∈ S, n ≥ 0) が定まっているものを
いう．S をソート集合，F を S 上の多ソートシグニチャとする．このとき，ソートのそれぞれに
対して，そのソートの変数集合を用意する．ソート τ の変数集合を Vτ と記し，S 上の変数集合を
V = ⊎τ∈SVτ とおく．このときすべての τ ∈ S について，ソート τ の項の集合 T (F ,V)τ を以下の
ように帰納的に定義する : (1) x ∈ Vτ ならば x ∈ T (F ,V)τ，(2) sort(f) = τ1 × · · · × τn → τ0，そ
れぞれの 1 ≤ i ≤ nについて ti ∈ T (F ,V)τi ならば，f(t1, . . . , tn) ∈ T (F ,V)τ0．また，項の集合を，
T (F ,V) = ⊎τ∈ST (F ,V)τ とおく．項上の等式 l ≈ rは sort(l) = sort(r)を満たすものとし，左辺
と右辺を区別しない場合は，l ≈̇ rと記す．
項 tの根記号 root(t)とは t ∈ V のとき t，t = f(t1, . . . , tn)(f ∈ F)のとき f である．項 tに現れ

る変数全体の集合を V(t)と記す．項の列や等式に現れる変数についても同様に V(. . .)と記す．項
tに変数 xが現れる回数を |t|xと記し，項の列や等式に現れる回数についても同様に | . . . |xと記す．
V(t) = ∅のとき項 tを基底項という．文脈とは特別な定数□τ (ホール)を丁度 1つ持つ項のことであ
る．ただし， τ ∈ S で，sort(□τ ) = τ であるものとする．C[t]は文脈 C のホールを項 tで置き換
えて得られる項を表す．項 uが項 tの部分項であるとは，t = C[u]なる文脈Cが存在するときをい
い，t� uと記す．項 tの部分項 uが tと異なるとき，uを真部分項とよび，t� uと記す．
関数 σ : V → T (F ,V)で，∀x ∈ V. sort(σ(x)) = sort(x)かつ集合 {x | σ(x) ̸= x}が有限である

ものを代入とよぶ．代入 σの定義域を T (F ,V)に拡張した準同型拡張も同じく σで表し，σ(t)を
tσと記す．tσが基底項になるとき，これを tの基底具体化という．等式 s ≈ tの基底具体化も同様
に定める．項 sと tの最汎単一化子を，mgu(s, t)と記す．文脈及び代入に閉じた項上の関係>を，
書き換え関係という．整礎な書き換え関係を簡約関係という．特に，簡約関係が半順序 (非反射的
かつ推移的)のとき，簡約順序という．簡約順序>で� ⊆ >を満たすものを，単純化順序とよぶ．
l ≈ rを等式，cを s1 ≈ t1, . . . , sk ≈ tk なる等式の列とするとき，c ⇒ l ≈ rを条件付き等式と

よぶ．条件付き等式 c ⇒ l ≈ rが条件付き書き換え規則であるとは，l /∈ V を満たすときをいい，
l → r ⇐ cと記す．cを条件付き書き換え規則の条件部とよぶ．条件付き書き換え規則の有限集合
を条件付き項書き換えシステム (略して CTRS)とよぶ．条件付き項書き換えシステムに含まれる
書き換え規則の左辺の根記号となる関数記号を定義記号という．定義記号の集合を Dと記す．構
成子記号の集合を C = F \ Dと定義する．定義記号を含まない項を構成子項とよび，構成子項の
集合を T (C,V)と記す．定義記号 f と構成子項 c1, . . . , cnからなる項 f(c1, . . . , cn)を基本項とよぶ．
基本項の集合を B(D, C,V)と記し，項 sの基本部分項の集合を B(s)と記す．条件付き書き換え規
則 l → r ⇐ cが左線形であるとは，lにはどの変数もたかだか 1回のみ現れることをいう．CTRS

Rが左線形であるとは，CTRS R中のすべての条件付き書き換え規則が左線形であるときをいう．
CTRS Rのすべての条件付き書き換え規則 l → r ⇐ cについて V(r) ⊆ V(l) ∪ V(c)となるときに，
Rは 3型であるという．3型のCTRS Rにおいて，どの書き換え規則も条件を持たないとき，Rを



項書き換えシステム (略して TRS)とよぶ．条件付き書き換え規則の条件部をどのように解釈して
書き換えを定義するかによって，CTRSはいくつかの種類に分けられる．CTRS Rにおける書き換
え関係→Rを以下のように定義するとき，Rを指向式CTRSとよぶ：

0→R = ∅
n+1→ R = {(C[lσ], C[rσ]) | l→ r ⇐ s1 ≈ t1, . . . , sk ≈ tk ∈ R, ∀i. siσ

n→∗
R tiσ)}

→R =
∪
n∈N

n→R

項が正規形であるとは，関係→Rについて正規形であるときをいい，任意の x ∈ Vについて σ(x)が
正規形であるとき，代入 σを正規代入という．CTRS Rが合流性 (停止性，完備性，弱正規化可能性)

を持つとは，関係→Rがそれらの性質をもつときをいう．3型指向式CTRSが決定的であるとは，R

のすべての条件付き書き換え規則 l→ r ⇐ s1 ≈ t1, . . . , sk ≈ tkに対して，V(si) ⊆ V(l)∪
∪i−1

j=1 V(tj)
(1 ≤ i ≤ k)が成り立つときをいう．決定的な 3型指向式CTRSを，以下では，3DCTRSと略す．

2.2 アンラベリング変換

指向式CTRSからTRSへの変換として，アンラベリング変換 [?]が知られている．アンラベリン
グ変換は，直観的には，条件の評価を再帰的に行うことで項を書き換えていく操作を，TRSの書き
換え規則でエンコードしたものとなっており，元のCTRS Rとアンラベリング変換により得られる
TRS U(R)の等価性の十分条件が知られている [?, ?]．なお，アンラベリング変換にはいくつかの
バージョンが知られているが，本論文で用いるのは，文献 [?]で導入され，文献 [?]で Uconf と表記
されているものである．
まず，準備として，変数集合 Vについては，その上である全順序>が定まっているものとし，変

数の有限集合X = {x1, . . . , xn}について，x1 < · · · < xnであるとき，X⃗ で変数列 x1, . . . , xn を表
わすものとする．また，このとき，例えば f(s, X⃗)で項 f(s, x1, . . . , xn)を表わすものとする．
また，CTRS Rの書き換え規則には，それぞれ自然数 1, . . . , |R|がインデックスとして付けられ

ているものとして，条件付き書き換え規則 l→ r ⇐ s1 ≈ t1, . . . , sk ≈ tkがインデックス ρをもつこ
とを ρ： l→ r ⇐ s1 ≈ t1, . . . , sk ≈ tkと記し，ρと l→ r ⇐ s1 ≈ t1, . . . , sk ≈ tkを同一視する．
条件書き換え規則 ρ： l→ r ⇐ s1 ≈ t1, . . . , sk ≈ tk に対して，アンラベリング変換により得られ

る k + 1個の書き換え規則の集合 U(ρ)を次のように定義する．

U(ρ) = {l→ Uρ
1 (s1, Z⃗1), U

ρ
1 (t1, Z⃗1)→ Uρ

2 (s2, Z⃗2), . . . , U
ρ
k (tk, Z⃗k)→ r}

ここで，Uρ
1 , . . . , U

ρ
k は，変換の過程で導入する新しい関数記号を表わしており，これをU 記号とよ

ぶ．U記号全体の集合をUと記す．各規則で導入するU記号は，以下で説明するように，異なる条件
付き書き換え規則 ρ, δにおいてUρ

i = U δ
i となる場合があることに注意する．変数集合Zi (1 ≤ i ≤ k)

は，Zi = V(l, t1, . . . , ti−1)により与えられる．なお，k = 0の場合は，U(l → r) = {l → r}と定め
る．CTRS Rに対するアンラベリング変換の結果を U(R) =

∪
ρ∈R U(ρ)により定義する．ただし，

2つの条件付き書き換え規則 ρ : l → r ⇐ s1 ≈ t1, . . . , sk ≈ tk，ρ′ : l′ → r′ ⇐ s′1 ≈ t′1, . . . , sm ≈ tm

について，l = l′, s1 = s′1, t1 = t′1, . . . , si−1 = s′i−1, ti−1 = t′i−1, si = s′iが成立するとき，U 記号 Uρ
i

と Uρ′

i は同一の関数記号を用いるものとする．また，Rが 3DCTRSならば U(R)はTRSとなるこ
とに注意する．

例 2.1 (アンラベリング変換) 以下のRは，S = {Nat,NatList, ListPair,Bool}上の 3DCTRSで



あり，クイックソートを行う．なお，関数記号のソートについては記載を省略する．

R =



0 ≤ x → true

s(x) ≤ 0 → false

s(x) ≤ s(y) → x ≤ y

[ ]@xs → xs

(x : xs)@ys → x : (xs@ys)

split(x, [ ]) → ⟨[ ], [ ]⟩
split(x, y : ys) → ⟨xs, y : zs⟩ ⇐ split(x, ys) ≈ ⟨xs, zs⟩, x ≤ y ≈ true (ρ1)

split(x, y : ys) → ⟨y : xs, zs⟩ ⇐ split(x, ys) ≈ ⟨xs, zs⟩, x ≤ y ≈ false (ρ2)

qs([ ]) → [ ]

qs(x : xs) → qs(ys)@(x : qs(zs)) ⇐ split(x, xs) ≈ ⟨ys, zs⟩ (ρ3)


Rに対してアンラベリング変換を適用すると

U(R) =



0 ≤ x → true

s(x) ≤ 0 → false

s(x) ≤ s(y) → x ≤ y

[ ]@xs → xs

(x : xs)@ys → x : (xs@ys)

split(x, [ ]) → ⟨[ ], [ ]⟩
split(x, y : ys) → U0(split(x, ys), x, y, ys) (a)

U0(⟨xs, zs⟩, x, y, ys) → U1(x ≤ y, x, y, ys, xs, zs) (b)

U1(true, x, y, ys, xs, zs) → ⟨xs, y : zs⟩ (c)

U1(false, x, y, ys, xs, zs) → ⟨y : xs, zs⟩ (d)

qs([ ]) → [ ]

qs(x : xs) → U2(split(x, xs), x, xs) (e)

U2(⟨ys, zs⟩, x, xs) → qs(ys)@(x : qs(zs)) (f)


と変換できる．条件部をもつ書き換え規則 ρ1, ρ2, ρ3 ∈ Rに対するアンラベリング変換は以下のと
おりになっている :

U(ρ1) = {(a), (b), (c)}
U(ρ2) = {(a), (b), (d)}
U(ρ3) = {(e), (f)}

さらに，U0 = Uρ1
1 = Uρ2

1 ，U1 = Uρ1
2 = Uρ2

2 ，U2 = Uρ3
1 となっていることに注意する．

任意の項 s, t ∈ T (F ,V)について，s
∗→R tならば s

∗→U(R) tが成立するとき，アンラベリング変
換は完全であるといい，任意の項 s, t ∈ T (F ,V)について s

∗→U(R) tならば s
∗→R tが成立するとき，

アンラベリング変換は健全であるという．完全性と健全性について，以下の結果が知られている．

命題 2.2 (アンラベリングの健全性と完全性 [?]，定理 10&13) Rを 3DCTRSとするとき，U(R)

が左線形であれば，アンラベリング U は健全かつ完全である．

2.3 3DCTRSの性質

次に，本論文で用いる CTRSの停止性，論理性，合流性に関する条件を説明する．
>を文脈に閉じた整礎半順序とする．指向式 CTRS Rが>について擬還元的であるとは，Rの

すべての条件付き書き換え規則 l → r ⇐ s1 ≈ t1, . . . , sk ≈ tk に対して，(1) ∀j < i. sjσ ≥ tjσな
る任意の代入 σについて，lσ(> ∪�)+si+1σ，(2) ∀j ≤ k. sjσ ≥ tjσなる任意の代入 σについて，
lσ > rσ，が成立するときをいう．ただし，ここで，≥は>の反射閉包を表わす．



擬還元的な指向式 CTRS Rは停止性をもち，その書き換え関係→Rが決定可能な関係となるこ
とが知られている．

命題 2.3 (3DCTRSの擬還元性 [?]，定理 11) Rを 3DCTRSとする．U(R)が停止性をもつとき，
Rは簡約順序> =→+

U(R)について擬還元的である．

次に，本論文で用いる CTRSの合流性に関する条件を説明する．
3DCTRS Rが弱左線形であるとは，任意の l → r ⇐ s1 ≈ t1, ..., sk ≈ tk ∈ Rについて，すべて

の x ∈ V について |l, t1, . . . , tk|x > 1⇒ x /∈ V(s1, . . . , sk, r)が成立するときをいう．

命題 2.4 ([?]，定理 9) 3DCTRS Rが弱左線形であるとき，U(R)が合流性をもつならば，Rは合
流性をもつ．

条件付き等式の集合Eから導出される (条件付き)等式は，以下の推論規則で与えられる．

u1 ≈ v1, . . . , un ≈ vn ⇒ l ≈ r ∈ E

u1θ ≈ v1θ, . . . , unθ ≈ vnθ ⇒ lθ ≈ rθ s ≈ s

t ≈ s

s ≈ t

t ≈ s s ≈ u

t ≈ u

s1 ≈ t1 · · · sn ≈ tn
f(s1, . . . , sn) ≈ f(t1, . . . , tn)

u1 ≈ v1, u2 ≈ v2, . . . , un ≈ vn ⇒ l ≈ r u1 ≈ v1
u2 ≈ v2, . . . , un ≈ vn ⇒ l ≈ r

条件付き等式集合 Eから等式 s ≈ tが導出されるとき，E ⊢ s ≈ tと記す．また，CTRS Rについ
て，{c⇒ l ≈ r | l→ r ⇐ c ∈ R} ⊢ s ≈ tであるとき，R ⊢ s ≈ tと記す．R ⊢ s ≈ tとなるとき，等
式 s ≈ tは Rの定理であるという．TRS Rについては，R ⊢ s ≈ tと s ↔∗

R tが同値になることは
容易に確かめられる．一方，指向式 CTRS Rについて，R ⊢ s ≈ tとなることと s ↔∗

R tとなるこ
とは，一般には一致しない．R ⊢ s ≈ tと s ↔∗

R tが同値となるとき，指向式 CTRS Rは論理性を
もつという．指向式 CTRS Rが論理性をもつための十分条件がいくつか知られている [?]．
項 tが，CTRS Rにおいて強簡約不能であるとは，任意の正規代入 σについて，tσが正規形とな

るときをいう．CTRS Rが強簡約不能であるとは，Rの条件付き書き換え規則における条件部のす
べての右辺が Rにおいて強簡約不能であるときをいう．指向式 CTRSの論理性について，以下の
結果が知られている．

命題 2.5 (指向式CTRSの論理性 [?]，定理 15) Rを指向式 CTRSとする．Rが合流性，弱正規
化可能性，および，強簡約不能性をもつならば，Rは論理性をもつ．

系 2.6 Rを弱左線形かつ強簡約不能な 3DCTRSとし，U(R)が完備な左線形項書き換えシステム
であるとする．このとき，U は健全かつ完全，かつ，Rは論理性をもつ．

(証明) まず，Rが 3DCTRSであり，U(R)が左線形であるから，命題 2.2より，U は健全かつ完全
である．また，U(R)の停止性と命題 2.3より，Rは擬還元的．よって，Rは停止性をもち，弱正規
化可能性をもつ．また，Rが弱左線形 3DCTRSであり，U(R)が合流性をもつので，命題 2.4より，
Rは合流性をもつ．よって，仮定よりRは強簡約不能性をもつので，命題 2.5より，Rは論理性を
もつ． □

定理 3.2の証明のために必要な補題について説明する．

補題 2.7 RをシグニチャF 上の 3DCTRSで論理性をもつとする．またRに対するアンラベリング
Uが健全かつ完全であるものとする．F上の任意の等式 s ≈ tについて，U(R) ⊢ s ≈ t⇔ R ⊢ s ≈ t．



(証明) (⇒) U(R)は TRSなので，U(R) ⊢ s ≈ tならば，s ↔∗
U(R) tが成立．このとき，U の健全

性より，s↔∗
R tが成立する．よって，Rの論理性より，R ⊢ s ≈ t．(⇐) R ⊢ s ≈ tとする．このと

き，Rの論理性より，s ↔∗
R tが成立する．よって，U の完全性より，s ↔∗

U(R) t．したがって，R

の論理性より，U(R) ⊢ s ≈ t． □

以下，本論文では，U(R)が完備な左線形項書き換えシテムとなっているような弱左線形かつ強
簡約不能な 3DCTRSを対象とする．

3 条件付き項書き換えシステムにおける等式帰納的定理証明

本節ではCTRSにおける等式帰納的定理証明について説明する．まずは，帰納的定理について説
明する．
等式 s ≈ tが，CTRS Rの帰納的定理であるとは，s ≈ tの任意の基底具体化 sσg ≈ tσgについて，

R ⊢ sσg ≈ tσg が成立するときをいう．等式 s ≈ tが Rの帰納的定理であることを，R |=ind s ≈ t

と記す．また，等式集合Eのすべての等式が帰納的定理であるとき，EはRの帰納的定理であると
いい，R |=ind Eと記す．
帰納的定理の自動証明法として書き換え帰納法が知られている [?]．書き換え帰納法では，等式集

合Eと項書き換え規則集合Hの対 ⟨E,H⟩ に関する導出をおこないながら証明を行う．用いる導出
規則を以下に示す．

• Expand
⟨E ⊎ {s ≈̇ t},H⟩

⟨E ∪ Expdu(s, t),H ∪ {s→ t}⟩
u ∈ B(s), s > t

• Simplify
⟨E ⊎ {s ≈̇ t},H⟩
⟨E ∪ {s′ ≈ t},H⟩

s→R∪H s′

• Delete
⟨E ⊎ {s ≈ s},H⟩

⟨E,H⟩
また，Expand 規則中で用いるExpduを以下のように定義する．

Expdu(s, t) = {C[r]σ ≈ tσ | s = C[u], σ = mgu(u, l), l→ r ∈ R}

なお，適宜，(V(s) ∪ V(t)) ∩ V(l) = ∅となるように，書き換え規則の変数は名前変えする．ここ
で，⊎は直和，>は簡約順序を表す．⟨E,H⟩から導出規則を利用して ⟨E′,H ′⟩が導かれることを，
⟨E,H⟩⇝>,R ⟨E′, H ′⟩と記す．等式集合EがRの帰納的定理であることを証明するには，R ⊆ >なる
簡約順序を与え，⟨E, ∅⟩から導出を始め，導出規則を繰り返し適用する．最終的に，⟨E, ∅⟩;∗

>,R ⟨∅,H⟩
が導出されるとき証明成功となる．Eが空にならないまま無限に導出を繰り返すとき，手続きが発
散するという．

命題 3.1 (書き換え帰納法の正当性 [?]) Rを擬簡約な項書き換えシステム，>をR ⊆ >なる簡約
順序とする．このとき，あるH に対して，⟨E, ∅⟩⇝∗

>,R ⟨∅,H⟩となるならば，R |=ind E．

定理 3.2 (CTRSにおける帰納的定理証明) Rを弱左線形かつ強簡約不能な 3DCTRSとする．ま
た，U(R)は完備かつ擬簡約な左線形 TRSであり，>を U(R) ⊆ >なる簡約順序とする．このと
き，あるH に対して，⟨E, ∅⟩;∗

>,U(R) ⟨∅,H⟩ となるならば，R |=ind E．



(証明) Rが 3DCTRSで，弱左線形性と強簡約不能性を持つこと，また，U(R)は完備かつ左線形
であることから，系 2.6により，U は健全かつ完全であり，Rは論理性をもつ．U(R)および U(R)

における書き換え帰納法の導出に関する仮定から，命題 3.1より，U(R) |=ind Eが成立する．よっ
て，s ≈ t ∈ Eの任意の基底代入例 sσg ≈ tσg について，U(R) ⊢ sσg ≈ tσg が成立する．特に，F
上の等式 sσg ≈ tσgについて，U(R) ⊢ sσg ≈ tσgが成立．よって，補題 2.7より，R ⊢ sσg ≈ tσgが
成立する．したがって，R |=ind E． □

4 ホーン節帰納的定理の自動証明

本節では，等式帰納的定理に対する書き換え帰納法をより一般的なホーン節帰納的定理を扱える
よう拡張する．条件付き等式 s1 ≈ t1, . . . , sk ≈ tk ⇒ l ≈ rが TRS Rのホーン節帰納的定理であ
るとは，その任意の基底代入例 s1σg ≈ t1σg, . . . , skσg ≈ tkσg ⇒ lσg ≈ rσg について，s1σg ↔∗

R

t1σg, . . . , skσg ↔∗
R tkσg が成立するならば，lσg ↔∗

R rσg が成立するときをいう．
以下では，等式集合 Γの合同閉包を≈Γと記し，条件付き書き換え規則 c⇒ l→ r ∈ H が存在し

て，s = C[lσ]，s′ = C[rσ]，∀u ≈ v ∈ c. uσ ≈Γ vσ となるとき，Γ ⊢ s→H s′と記す．また，導出
規則中で用いるExpduを以下のように定義する：Expdu(Γ, s, t) =

{Γσi ⇒ C[ri]σi ≈ tσi | s = C[u], σi = mgu(li, u), li → ri ∈ R}
(u ∈ B(s)の場合)

{(Γ \ {v ≈ w})σi ∪ {C[ri]σi ≈ wσi} ⇒ sσi ≈ tσi | v = C[u], σi = mgu(li, u), li → ri ∈ R}
(u ∈ B(v), v ≈ w ∈ Γの場合)

定義 4.1 (ホーン節帰納的定理のための書き換え帰納法) ホーン節帰納的定理に対する書き換え帰
納法の導出規則を以下のように与える．

• Expand
⟨E ⊎ {Γ⇒ s ≈̇ t},H⟩

⟨E ∪ Expdu(Γ, s, t),H ∪ {s→ t⇐ Γ}⟩
u ∈ B(s), s > t

• Simplify
⟨E ⊎ {Γ⇒ s ≈̇ t},H⟩
⟨E ∪ {Γ⇒ s′ ≈ t},H⟩

s→R s′ ∨ Γ ⊢ s→H s′

• Delete
⟨E ⊎ {Γ⇒ s ≈ t},H⟩

⟨E,H⟩
s ≈Γ t

• C-Expand
⟨E ⊎ {Γ⇒ s ≈ t},H⟩
⟨E ∪ Expdu(Γ, s, t),H⟩

u ∈ B(v), v ≈ w ∈ Γ

• C-Simplify
⟨E ⊎ {Γ, u ≈ v ⇒ s ≈ t},H⟩
⟨E ∪ {Γ, u′ ≈ v ⇒ s ≈ t},H⟩

u→R u′

• C-Delete

⟨E ⊎ {Γ, u ≈ v ⇒ s ≈ t},H⟩
⟨E,H⟩

root(u), root(v) ∈ C, root(u) ̸= root(v)

例 4.2 (ホーン節帰納的定理に対する書き換え帰納法の例) 入力するCTRS Rと証明する等式集合
Eが以下のように与えられたときの，書き換え帰納法による導出の例を示す．

R =

{
ge(0, y) → true ge(s(x), 0) → false

ge(s(x), s(y)) → ge(x, y)

}



E =
{

ρ : ge(x, y) ≈ true, ge(y, z) ≈ true⇒ ge(x, z) ≈ true
}

⟨ {
ρ : ge(x, y) ≈ true, ge(y, z) ≈ true⇒ ge(x, z) ≈ true

}
, ∅
⟩

⇝Expand

⟨ 
ge(0, y) ≈ true, ge(y, z) ≈ true⇒ true ≈ true

ge(s(x), y) ≈ true, ge(y, 0) ≈ true⇒ false ≈ true

ge(s(x), y) ≈ true, ge(y, s(z)) ≈ true⇒ ge(x, z) ≈ true

 , {ρ}

⟩

⇝Delete

⟨ {
ge(s(x), y) ≈ true, ge(y, 0) ≈ true⇒ false ≈ true

ge(s(x), y) ≈ true, ge(y, s(z)) ≈ true⇒ ge(x, z) ≈ true

}
, {ρ}

⟩

⇝C-Expand

⟨ 
ge(s(x), 0) ≈ true, true ≈ true⇒ false ≈ true

ge(s(x), s(y)) ≈ true, false ≈ true⇒ false ≈ true

ge(s(x), y) ≈ true, ge(y, s(z)) ≈ true⇒ ge(x, z) ≈ true

 , {ρ}

⟩

⇝∗
C-Simplify

⟨ 
false ≈ true, true ≈ true⇒ false ≈ true

ge(x, y) ≈ true, false ≈ true⇒ false ≈ true

ge(s(x), y) ≈ true, ge(y, s(z)) ≈ true⇒ ge(x, z) ≈ true

 , {ρ}

⟩

⇝∗
C-Delete

⟨ {
ge(s(x), y) ≈ true, ge(y, s(z)) ≈ true⇒ ge(x, z) ≈ true

}
, {ρ}

⟩
⇝C-Expand

⟨ {
ge(s(x), 0) ≈ true, true ≈ true⇒ ge(x, z) ≈ true

ge(s(x), s(y)) ≈ true, ge(y, z) ≈ true⇒ ge(x, z) ≈ true

}
, {ρ}

⟩

⇝C-Simplify

⟨ {
false ≈ true, true ≈ true⇒ ge(x, z) ≈ true

ge(x, y) ≈ true, ge(y, z) ≈ true⇒ ge(x, z) ≈ true

}
, {ρ}

⟩
⇝C-Delete

⟨ {
ge(x, y) ≈ true, ge(y, z) ≈ true⇒ ge(x, z) ≈ true

}
, {ρ}

⟩
⇝Simplify

⟨ {
ge(x, y) ≈ true, ge(y, z) ≈ true⇒ true ≈ true

}
, {ρ}

⟩
⇝Delete ⟨∅, {ρ}⟩

このように定義 4.1の導出規則を適切な順番で用いることにより，書き換え帰納法の導出が成功
する．また，導出規則を適用する箇所に下線を引き，用いた導出規則を⇝の添字として記した．例
中では，最初の導出規則として Expand を用いているが，例えばC-Expandを用いることもできる．
以下では，拡張した書き換え帰納法が，ホーン節帰納的定理の証明法として正しいことを証明

する．

定理 4.3 (書き換え帰納法の健全性) Rを擬簡約かつ完備な項書き換えシステムとし，>をR ⊆ >

なる単純化順序とする．Eを条件付き等式の集合とするとき，⟨E, ∅⟩⇝∗
>,R ⟨∅,H⟩ならば，R |=ind E

である．

(証明) 以下では，R ̸|=ind Eを仮定して矛盾を導く．R ̸|=ind Eと仮定すると，R ̸|=ind ρを満たす
ような ρ ∈ E が存在する．特に，E∞ =

∪
iEiとおくと，R ̸|=ind ρを満たすような ρ ∈ E∞が存在

する．よって，ある ρ : u1 ≈ v1, . . . , un ≈ vn ⇒ s ≈ t ∈ E とある基底代入 σgで，各 1 ≤ i ≤ nに
ついて uiσg

∗↔R viσg かつ sσg ̸
∗↔R tσg となるものが存在する．

条件付き等式 ρ : u1 ≈ v1, . . . , un ≈ vn ⇒ s ≈ tに対して，その重みを

w(ρ) = ⟨{s, t}m, {{u1, v1}m, . . . , {{un, vn}m}m⟩

により定義する．また，w(E) = {w(p) | ρ ∈ E}とする．ここで，{. . .}mは多重集合を表わす．ま
た，重み上の順序≫lex を，>の多重集合拡張≫(の多重集合拡張)の辞書式拡張を用いて定める．



順序 >の整礎性よりこの順序は整礎であるから，各 1 ≤ i ≤ nについて uiσg
∗↔R viσg が成立し，

sσg ̸
∗↔R tσg となるような ρ : u1 ≈ v1, . . . , un ≈ vn ⇒ s ≈ t ∈ E∞ および基底代入 σg で，w(ρσg)

が極小となるもの (極小反例)が存在する．また，このとき，Rが擬簡約で停止性をもつ TRSであ
ることから，σg は基底構成子代入となる．
いま，ρ ∈ Ekとおく．このとき，ρ′σgが極小反例となるような ρ′ ∈ Ek+1が存在すること (※)を

示す．
⟨Ek,Hk⟩から ⟨Ek+1,Hk+1⟩の導出で用いられる導出規則が，ρ以外の条件付き等式に適用されてい

る場合には，ρ′ := ρととることで (※)は明らかに成立する．したがって，⟨Ek,Hk⟩から ⟨Ek+1,Hk+1⟩
の導出で，ρが変形されている場合を考えればよい．以下では，導出でどの導出規則が適用されて
いるかによって場合分けを行う．また，Γ = {u1 ≈ v1, . . . , un ≈ vn}とおく．

• (Expand 規則)

このとき，R の擬簡約性より，ある u′1 ≈ v′1, . . . , u
′
n ≈ v′n ⇒ s′ ≈ t′ ∈ Expd(Γ, s, t) お

よびある σ′
g が存在して，sσg →R s′σ′

g，tσg = t′σ′
g，かつ，任意の 1 ≤ i ≤ n について，

u′iσ
′
g = uiσg ↔∗

R viσg = v′iσ
′
g．よって，ρ′ := u′1 ≈ v′1, . . . , u

′
n ≈ v′n ⇒ s′ ≈ t′ととると，ρ′σ′

g

は反例となる．しかし，w(ρσg)≫lex w(ρ′σ′
g)より，これは ρσgの極小性に矛盾．よって，こ

のような場合はあり得ない．

• (Simplify 規則) ρに導出規則を適用して得られた条件付き等式を ρ′とすると，ρ : Γ⇒ s ≈ t，
ρ′ : Γ⇒ s′ ≈ tとおける．このとき，次の 2通りに場合分けして示す．

1. s →R s′の場合．このとき，ρ′ ∈ Ek+1かつ w(ρσg) ≫lex w(ρ′σg). よって，このような
場合はあり得ない．

2. Γ ⊢ s →H s′ の場合．このとき，ある δ : l → r ⇐ c ∈ H と代入 θ が存在して，
s = C[lθ]，s′ = C[rθ]，かつ，任意の u ≈ v ∈ cについて uθ ≈Γ vθ．また，ρσg が反例
であることから，Γσg ⊆ ↔∗

R かつ sσg ̸↔∗
R tσg が成立する．よって，任意の u ≈ v ∈ c

について，uθσg ↔∗
R vθσg．いま，基底構成子代入 θg を θg(x) = (σg ◦ θ)(x)↓R によ

り定める．すると，cθσg ⊆ ↔∗
R より，任意の u ≈ v ∈ cについて，uθg ↔∗

R vθg．ま
た，sσg = Cσg[lθσg] � lθσg →∗

R lθg かつ tσg = Cσg[rθσg] � rθσg →∗
R rθg となるの

で，>が単純化順序であることから，{sσg, tσg}m ≫ {lθg, rθg}m が成立する．さらに，
l → r ⇐ c ∈ H であることから，c ⇒ l ≈ r ∈ E∞ に対して Expand 規則が適用さ
れている．よって，l > r，かつ，ある δ′ : c′ ⇒ l′ ≈ r′ ∈ Expd(c, l, r)と θ′g が存在
して，lθg →R l′θ′g，rθg = r′θ′g，かつ，c′θ′g = cθg．このとき，任意の u ≈ v ∈ c′ に
ついて，uθ′g = uθg ↔∗

R vθg = vθ′g．また，{lθg, rθg}m ≫ {l′θ′g, r′θ′g}m であるから，
w(ρσg) ≫lex w(δ′θ′g)．よって，ρσg の極小性より，l′θ′g ↔∗

R r′θ′g が成立する．したがっ
て，sσg = Cσg[lθσg] →∗

R Cσg[lθg] →R Cσg[l
′θ′g] ↔∗

R Cσg[r
′θ′g] = Cσg[rθg] = s′σg とな

り，s′σg ̸↔∗
R tσg が得られるので，ρ′σg が反例となる．一方，>は簡約順序であるので

l > rより s = C[lθ] > C[rθ] = s′．よって，w(ρσg)≫lex w(ρ′σg)となるが，これは ρσg

の極小性に矛盾．よって，このような場合はあり得ない．

• (Delete 規則) このとき，ρσg が反例ではなく，このような場合はあり得ない．

• (C-Expand 規則) このとき，ρ′ ∈ Expd(Γ, s, t)で，w(ρσg) ≫lex w(ρ′σ′
g)かつ ρ′σ′

g が反例と
なるものが存在する．よって，ρσg の極小性から，このような場合はあり得ない．

• (C-Simplify 規則) このとき，w(ρσg) ≫lex w(ρ′σg)かつ ρ′σg が反例となる．しかし，ρσg の
極小性から，このような場合はあり得ない．

• (C-Delete規則)このとき，uσg
∗↔R vσg．よって，Rが合流性をもつことから，uσg →∗

R ◦ ←∗
R

vσg となり，したがって，root(u), root(v) ∈ C より root(u) = root(v)．これは，root(u) ̸=



root(v)に矛盾するので，このような場合はあり得ない．

以上で，(※)が成立することが示された．一方，(※)は，導出が ⟨E, ∅⟩ ∗
; ⟨∅,H⟩となったことに

矛盾する．よって，反例は存在しない．つまり，R |=ind Eが成立する． □

定理 3.2と定理 4.3を組み合わせると以下が得られる．

系 4.4 RをシグニチャF 上の弱左線形かつ強簡約不能な 3DCTRSとする．また，U(R)は完備か
つ擬簡約な左線形 TRSであり，>を U(R) ⊆ >なる単純化順序とする．EをシグニチャF 上の条
件付き等式の集合とするとき，あるH に対して，⟨E, ∅⟩;∗

>,U(R) ⟨∅,H⟩ なるならば，R |=ind E．

5 帰納的定理証明システムの実装と実験

アンラベリング変換およびホーン節帰納的定理の自動証明のための書き換え帰納法を実装した．
実装には，関数型言語 SML/NJ1を用い，プログラムの行数は約 8500行である．実装した自動証明
システムは，CTRS Rおよび等式のホーン節集合Eを入力し，R |=ind Eかを判定する．なお，現
在のところ，R |=ind Eかの判定は完全自動ではなく，証明戦略および簡約順序に用いる F ∪ U 上
の順序の入力が必要である．簡約順序には (半順序≤に基づく)辞書式経路順序 [?]を用いた．また，
Rの弱左線形性や強簡約不能性，U(R)の完備性や擬簡約性，左線形性は，ユーザが保証するもの
として，判定していない．
また，Delete規則と Simplify規則には，等号付き第一階述語論理の定理証明器であるE Theorem

Prover2を用いた．まず，Delete規則の条件である s ≈Γ tを判定するには，V(Γ, s, t)の変数をそれ
ぞれ新たな定数に対応させて，Γ, s, tの変数を定数化 (スコーレム化)したものを Γ̂, ŝ, t̂とおくとき，
仮定 Γ̂のもとで，ŝ ≈ t̂が成立するかを判定すればよい．この判定に E Theorem Proverを用いた．
次に，Simplify 規則については，s→R s′または Γ ⊢ s→H s′なる s′を sから構成する必要がある．
s→R s′の方は通常の書き換えであるので問題ない．Γ ⊢ s→H s′については，Γ, sの変数を定数化
したものを Γ̂, ŝとおいた後，それぞれの c ⇒ l → r ∈ H について，(1) ŝ = C[lσ]なる C，σを求
め，(2) V(cσ) = {x1, . . . , xn}として，仮定 Γ̂のもとで， cσが成立するような x1, . . . , xnの具体化
を求める必要がある．これは，∃x1, ..., xn.cσを questionモードで E Theorem Proverに入力する
ことで得ることが出来る．最後に，得られた x1, . . . , xnの具体化 ρをもちいて，ŝ′ = C[(rσ)ρ]を構
成し，ŝ′のスコーレム定数を変数に戻すことで s′が得られる．
次に，今回の実験に用いた証明戦略のヒューリスティックスについて説明する．導出規則の適用

に際して 2つのサイクルパターンを用いた．それらを以下に示す．

• サイクル 1

Expand⇒ C-Simplify⇒ C-Delete⇒ Simplify⇒ Delete (⇒ Expand or C-Expand)

• サイクル 2

C-Expand⇒ C-Simplify⇒ C-Delete⇒ Simplify⇒ Delete (⇒ Expand or C-Expand)

この 2つのサイクルのうち，どちらをどの順番で選択して書き換え帰納法を行うかというヒューリ
スティックの指定を行った．具体的には，ステップ数 nについて，n mod kの値に応じて，サイク
ル 1の方を選択するようにした．
表 1に，実験結果のまとめを示す．全部で 7例に対して実験をおこなった．conjectures は，証明

する帰納的定理を指す．それぞれの例で，CTRSとして，conjectureに用いられる定義記号に対す

1http://www.smlnj.org/
2http://wwwlehre.dhbw-stuttgart.de/˜sschulz/E/E.html



表 1. 提案手法を用いた帰納的定理証明の実験結果
No. conjectures 結果 戦略 SPIKE

h1 h2

1 plus(x, y) ≈ 0⇒ x ≈ 0 ○ ○ ○ ○
2 ge(x, y) ≈ true, ge(y, z) ≈ true⇒ ge(x, z) ≈ true ○ × ○ ∞
3 even(x) ≈ true⇒ odd(x) ≈ false ○ ○ × ○
4 even(plus(x, y)) ≈ false, even(x) ≈ true⇒ even(y) ≈ false × - - ○
5 len(xs) ≈ x, len(ys) ≈ y ⇒ len(app(xs, ys)) ≈ plus(x, y) × - - ∞
6 app(ys, zs) ≈ xs⇒ len(xs) ≈ plus(len(ys), len(zs)) × - - ∞
7 split(x, ys) ≈ pair(us, vs)⇒ len(ys) ≈ plus(len(us), len(vs)) × - - ×

る自然な定義を用いたが，その詳細は付録に記載する．“結果”は，実装システムによる帰納的定理
証明の結果を，“SPIKE”は，帰納的定理証明システム SPIKE3[?, ?, ?]による帰納的定理証明の結
果であり，○は証明成功を，×は証明失敗を，∞は発散を示す．“戦略”は，実験に用いた証明戦略
を表わす．
実験において用いた証明戦略のヒューリスティックスは以下の通りである：
h1: n mod 2 = 1のときにサイクル 1を選択
h2: n mod 3 = 1のときにサイクル 1を選択

今回の実験では，実際にどのように規則の適用が行われているかを確認し，失敗の原因を確認した
あと，各サイクルの頻度を決めた．
実際，異なるヒューリスティクのもとでは証明は成功しなかった．例えば実験例 2について，以

下のような等式に導出規則を適用することを考える．

ge(s(x1), y) ≈ true, ge(y, s(y1)) ≈ true⇒ ge(x1, y1) ≈ true

この等式にまずは Expand 規則を適用すると以下の等式を得る．

ge(s(0), y) ≈ true, ge(y, s(y2)) ≈ true⇒ true ≈ true

ge(s(s(x2)), y) ≈ true, ge(y, s(y2)) ≈ true⇒ false ≈ true

一方，C-Expand規則を適用すると以下の等式を得る．

false ≈ true, ge(0, s(y1)) ≈ true⇒ ge(x2, y1) ≈ true

ge(x2, y2) ≈ true, ge(s(y2), s(y1)) ≈ true⇒ ge(x2, y1) ≈ true

ここで，どちらの規則を適用したほうがいいのかという問題が発生するが，上記の場合はこの後の
C-Delete規則の適用を考え，C-Expand規則を適用するべきである．なお Expand 規則を適用した
際は，等式が増えていき，証明が失敗する．このように，サイクル 1とサイクル 2のどちらを何回
目に利用するかで，証明が成功するかどうかが決まってしまう．
実験例 5–7では，Expand 規則における順序条件 (s > t)が満たされないため，Expand 規則の適

用ができない．他の規則だけでは，帰納的定理証明に成功しないため，本論文で提案した書き換え
帰納法では扱うことが出来なかった．結果として，それぞれの例について適切な証明戦略をとるこ
とで，7例中 3例の帰納的定理証明に成功した．また，成功例における実行時間はすべて 4msec以
下であった．SPIKE システムでは，7例中 3例の帰納的定理証明に成功し，4例で失敗した (うち，
3例は発散し，1例は適切な順序をとることが出来なかった)．本手法では証明できず，SPIKEでは
発散の結果を得た実験例 5，6については，本手法を理論面から拡張する必要があると考えられる．

3https://github.com/sorinica/spike-prover/wiki



また本手法では証明できず，SPIKEでは証明できる実験例 4についても，理論的に拡張する必要が
ある．提案手法を用いた帰納的定理証明システムの実現には，より多くの例について実験を行い，
一般的に有効な証明戦略を考案することが必須であると考えられるが，適切な証明戦略を用いれば，
提案手法がホーン節帰納的定理の自動証明に有効であることがわかった．なお，本実験では 7例し
か実験をおこなっていないが，これは 7例の実験をおこなった時点で，いくつかの改善点を発見し
たためで，これ以上の実験には注力していない．
Expand 規則における順序条件による制約については，文献 [?]と同様な方法を用いて制約をなく

すことが出来ると考えられるが，そのような拡張は，今後の課題の 1つである．また，本論文で提
案した書き換え帰納法では，帰納的定理でないことの証明 (反証)は行えない．反証のための導出規
則についても，[?]と同様の手法を用いることで可能と考えられるが，それも今後の課題の 1つであ
る．また，項書き換えシステムにおける等式帰納的定理におけるさまざまな補題生成法や書き換え
規則変換法，決定手続きの利用などの拡張も，強力な帰納的定理自動証明システムの実現のために
は必要と考えられる．

6 おわりに

本論文では，条件付き項書き換えシステムにおけるホーン節帰納的定理の自動証明法を提案した．
このため，項書き換えシステムにおける等式帰納的定理の自動証明手法である書き換え帰納法を，
ホーン節帰納的定理を扱える書き換え帰納法へ拡張するとともに，その正当性を示した．また，条
件付き項書き換えシステムRにおけるホーン節帰納的定理証明については，アンラベリング変換に
よって得られた U(R)を用いて，ホーン節帰納的定理のための書き換え帰納法を実行することで実
現するとともに，この手法が適用可能な条件付き項書き換えシステムの条件を明らかにした．
また，提案手法にもとづく，条件付き項書き換えシステムにおけるホーン節帰納的定理の自動証

明システムを実装するとともに，実装システムを用いて実験を行った．そして，適切な証明戦略を
用いれば，提案手法がホーン節帰納的定理の証明に有効であることを明らかにした．より一般的に
有効な証明戦略を考案することや，ホーン節帰納的定理の自動証明に適した，より強力な書き換え
帰納法を提案すること，また，本手法の完全性を明らかにすることは今後の課題である．
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A 実験の詳細

以下に実験例として用いた書き換え規則，条件付き等式を記載する．

• 実験例 1

– 書き換え規則

R1 =

{
plus(0, y) → y

plus(s(x), y) → s(plus(x, y))

}
– 条件付き等式

plus(x, y) ≈ 0⇒ x ≈ 0

• 実験例 2



– 書き換え規則

R2 =


ge(0, y) → true

ge(s(x), 0) → false

ge(s(x), s(y)) → ge(x, y)


– 条件付き等式

ge(x, y) ≈ true, ge(y, z) ≈ true⇒ ge(x, z) ≈ true

• 実験例 3

– 書き換え規則

R3 =


even(0) → true

odd(0) → false

even(s(x)) → odd(x)

odd(s(x)) → even(x)


– 条件付き等式

even(x) ≈ true⇒ odd(x) ≈ false

• 実験例 4

– 書き換え規則

R4 =



even(0) → true

even(s(x)) → true⇐ even(x) ≈ false

even(s(x)) → false⇐ even(x) ≈ true

plus(x, 0) → x

plus(x, s(y)) → s(plus(x, y))


– 条件付き等式

even(plus(x, y)) ≈ false, even(x) ≈ true⇒ even(y) ≈ false

• 実験例 5

– 書き換え規則

R5 =



len([]) → 0

len(: (x, xs)) → s(y)⇐ len(xs) ≈ y

plus(0, y) → y

plus(s(x), y) → s(plus(x, y))

app([ ], xs) → xs

app(: (x, xs), ys) →: (x, app(xs, ys))


– 条件付き等式

len(xs) ≈ x, len(ys) ≈ y ⇒ len(app(xs, ys)) ≈ plus(x, y)

• 実験例 6

– 書き換え規則
R6 = R5

– 条件付き等式

app(ys, zs) ≈ xs⇒ len(xs) ≈ plus(len(ys), len(zs))

• 実験例 7



– 書き換え規則

R7 =



gt(0, x) → true

gt(s(x), 0) → false

gt(s(x), s(y)) → gt(x, y)

split(x, [ ]) → pair([ ], [ ])

split(x, : (y, ys)) → pair(xs, : (y, zs))⇐ split(x, ys) ≈ pair(xs, zs), gt(x, y) ≈ true

split(x, : (y, ys)) → pair(: (y, xs), zs)⇐ split(x, ys) ≈ pair(xs, zs), gt(x, y) ≈ false

len([ ]) → 0

len(: (x, xs)) → s(y)⇐ len(xs) ≈ y

plus(0, y) → y

plus(s(x), y) → s(plus(x, y))


– 条件付き等式

split(x, ys) ≈ pair(us, vs)⇒ len(ys) ≈ plus(len(us), len(vs))


