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概 要 到達可能性は項書き換えシステムの基本的な性質の一つであり，合流性の判定や
書き換えの正規化戦略などで重要な役割を果たす．到達可能性の判定手続きとして，木
オートマトンの遷移規則と項書き換えシステムの書き換え規則との間の完備化に基づい
て構成された木オートマトンを用いた手法が提案されている．また，成長項書き換えシ
ステムや有限経路重なり項書き換えシステムなどのクラスについては，この手法により
到達可能性が決定可能となることが知られている．本論文では，書き換え規則間の左辺
と右辺の重なりに着目することで，安定な項書き換えシステムと項書き換えシステムの
接続グラフの概念を導入し，これらを用いることによって，木オートマトンの完備化手
続きが停止する新しいクラスを提案する．

1 はじめに

到達可能性は項書き換えシステムの基本的な性質の一つである．到達可能性判定問題とは，与え
られた項書き換えシステムRおよび項 s, tに対して，Rによる書き換えによって項 sから項 tへ到
達できるかを判定することをいう．到達可能性判定は，危険対の交差性に基づく合流性判定や書き
換えの正規化戦略における必須リデックスの決定などで重要な役割を果たす．項書き換えシステム
の到達可能性判定法の 1つとして，木オートマトンを用いる手法が知られている [3, 4, 5, 6]．この
手法では，入力となる項の正規集合を木オートマトンにより与え，木オートマトンの遷移規則と項
書き換えシステムの書き換え規則の間の完備化手続きを用いて，入力項集合から到達可能な項全体
を受理する木オートマトンを構成する．完備化手続きは必ずしも停止するとは限らないが，停止性
が保証されている場合には，完備化手続きで得られる木オートマトンを用いることで到達可能性が
判定できる．
完備化手続きが必ず停止し，到達可能性が判定できる項書き換えシステムのクラスとして，成長

項書き換えシステム [4, 5]や有限経路重なり項書き換えシステム [6]が知られている1．特に，有限
経路重なり項書き換えシステムでは，書き換え規則間の左辺と右辺の経路重なりに基づいて経路グ
ラフを構成し，この経路グラフに対する条件により，幅広いクラスに対する完備化手続きの停止性
を保証している．ここで，経路重なりとは項の経路上の関数記号の重なりのことをさす．
本論文の基本的なアイデアは，有限経路重なり条件に用いられる経路重なりを通常の項重なりに

置き換えることで，より広いクラスに対する完備化手続きの停止性を示すことである．このため，書
き換え規則間の左辺と右辺の項重なりに基づく接続グラフを導入する．また，完備化手続きの解析
を容易にするため，線形性を仮定し，重なりを制限する安定性という制限もつける．これらによっ
て，完備化手続きが停止する項書き換えシステムのクラスを新たに与える．さらに，得られた項書
き換えシステムのクラスが，成長項書き換えシステムのクラスや有限経路重なり項書き換えシステ
ムのクラスと独立なクラスとなっていることを明らかにする．

1文献 [6]で示された有限経路重なり項書き換えシステムに対する完備化手続きの停止性 (Theorem 5.9)は誤っており
反例が存在する (Y. Toyama and T. Takai, private communication, Jan 29, 2013).
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以下，本論文は次のように構成される．2節では，本論文で用いる基本的な定義と記法を説明す
る．3節では，木オートマトンの完備化手続きおよびその正当性の証明を与える．4節では，完備化
手続きが停止するための十分条件を示す．5節は本論文のまとめである．

2 準備

本節では項書き換えシステム (TRS)や，木オートマトンに関する基本的な用語や概念を文献 [1, 2]
に従って定義する．
関数記号の集合を F , 変数記号の集合を V とし，F ,V から定められる項の集合を T (F ,V)とす

る．項 tに現れる変数全体の集合を V(t)で表す．tの中に同じ変数が高々一回しか出現しないとき，
tは線形であるといい，変数が出現しない項を基底項とよぶ．基底項の集合を T (F)とかく．項 tの
位置を正整数列で表し，tの位置集合 Pos(t)は，t = x ∈ V のとき Pos(t) = {ϵ}，t = f(t1, ..., tn)

のとき Pos(t) = {ϵ} ∪
∪

1≤i≤n{i · p | p ∈ Pos(ti)}と定義される．ここで ϵは空列を表す．位置 p

の深さを列 pの長さとし，|p|で表す．位置 p1, p2に対して列 pが存在して p1 · p = p2となるとき，
p1 ⪯ p2と表す．p1 ⪯ p2かつ p1 ̸= p2のとき p1 ≺ p2と記す．項 tの位置 p ∈ Pos(t)における部分
項を t|p，位置 pに出現している関数記号を t(p)と表す．項 sが項 tの真部分項であるとき，s ◁ tと
表す．t(p) ̸∈ Vをみたす p ∈ Pos(t)の集合を PosF (t)と表す．また，PosV (t) = Pos(t) \PosF (t)

と定める．代入とは変数集合から項集合への写像である．代入 µを項 tへ適用して得られる項を tµ

と記す．変数集合から基底項集合への代入を基底項代入とよび，σなどで表す．また，代入が変数
の置換ならば名前替えという．ホールとよばれる特別な定数記号2をただひとつ含む項を文脈とよ
び，その集合を C(F ,V)とする．文脈C[ ] ∈ C(F ,V)に対して，ホールを項 tで置き換えて得られる
項をC[t]と表す．逆に，tの位置 p ∈ Pos(t)での部分項をホールに置き換えて得られる文脈を t[ ]p

と表す．2つの項 t1, t2(V(t1) ∩ V(t2) = ∅)に対して，t1µ = t2µなる代入 µが存在するとき，t1, t2

は単一化可能であるという．このときの最汎単一化子をmgu(t1, t2)で表す．項 t1, t2において，あ
る p ∈ PosF (t2)で t1と t2|pが単一化可能なとき，t1は t2と重なるという．
項の組 (l, r)の有限集合R ⊆ T (F ,V)×T (F ,V)を項書き換えシステムという．本論文では，通常

の定義とは異なり変数条件 l ̸∈ V,V(r) ⊆ V(l)を仮定しない．(l, r) ∈ Rを書き換え規則 (lを書き換
え規則の左辺，rを右辺)とよび，l → rと表す．項書き換えシステムRのすべての書き換え規則の左
辺が線形ならば，Rは左線形であるという．同様に，すべての書き換え規則の右辺が線形ならば，R
は右線形であるという．左線形かつ右線形な項書き換えシステムを線形であるという．項書き換えシ
ステムRで定まる項の書き換え s →R tを，∃l → r ∈ R. ∃p ∈ Pos(s). ∃µ : V → T (F ,V). s|p = lµ

かつ t = s[rµ]pとして定める．関係→Rの推移閉包，反射推移閉包をそれぞれ→+
R, →∗

R，nステッ
プ書き換えを→n

Rで表す．s →∗
R tのとき，tは sから到達可能であるという．項の集合 Lに対し，

ある s ∈ Lから到達可能な項全体の集合を (→∗
R)(L)と表す．

木オートマトンA = (Q,F ,∆, Qf )は以下のように定められる．Qは状態とよばれる定数記号の
有限集合，F は関数記号の有限集合である．∆は T (F ∪ Q)上の書き換え規則 (遷移規則)の有限
集合であり，f(q1, ..., qn) → q (f ∈ F , qi, q ∈ Q)または q → q′ (q, q′ ∈ Q)という形をしている．
q → q′の形をした規則を ϵ規則とよぶ．Qf は受理状態の集合で，Qf ⊆ Qをみたす．∆で定まる
T (F ∪Q)上の書き換え関係 (遷移関係)を→∆あるいは→Aで表す．木オートマトンAで状態 qに
遷移する基底項の集合を Lq(A) = {t ∈ T (F) | t →∗

A q}と定める．このとき，Aで受理される基底
項の集合を L(A) =

∪
q∈Qf

Lq(A)と定める．基底項の集合 Lに対してある木オートマトンAが存
在し L = L(A)となるとき，Lは認識可能であるという．Lq(A) ̸= ∅ならば qは到達可能であると
いい，すべての状態が到達可能なとき，Aは既約である (reduced)という．変数集合から状態集合
への代入を状態代入といい，θなどで表す．以下の命題は，既約性の定義から自明である．
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命題 2.1. A = (Q,F ,∆, Qf )を既約な木オートマトンとする．任意の状態代入 θ : V → Qに対して
基底代入 σ : V → T (F)が存在して，すべての変数 xで xσ →∗

A xθが成立する．

3 木オートマトンの完備化手続きとその正当性

本節では，文献 [3, 4, 6]に基づき，与えられた項書き換えシステムRと木オートマトンAIN か
ら，(→∗

R)(L(AIN )) = L(AOUT )となる木オートマトンAOUT を構成する手続き (完備化手続き)を
与え，その性質を論じる．一般には，与えられたRによっては，完備化手続きが停止せず，木オー
トマトンAOUT が得られるとは限らない．しかし，完備化手続きが停止し，木オートマトンAOUT

が構成可能となるRの十分条件がいくつか知られている．本論文では，与えられる項書き換えシス
テムRは線形として，一般性を失うことなくAIN は既約と仮定する．

3.1 木オートマトンの完備化手続き

完備化手続きでは，入力の木オートマトンAIN = (QIN ,F ,∆IN , Qf )からA0 = (Q0,F ,∆0, Qf )

を構成した後，A1 = (Q1,F ,∆1, Qf ), A2 = (Q2,F ,∆2, Qf ), . . .と，AiからAi+1を構成する．ま
ず，AIN からA0の構成を説明し，その後，Ai ⇒ Ai+1の構成を説明する．

定義 3.1 (A0 の構成). A0 = (Q0,F ,∆0, Qf )と定める．ここで，Q0 = QIN ∪ {qany} (qany ̸∈
QIN ),∆0 = ∆IN ∪ {f(qany, ..., qany) → qany | f ∈ F}．任意の t ∈ T (F)について，t →∗

A0
qany に

注意する．

Ai ⇒ Ai+1の構成においても，必要に応じてQiに含まれない新しい状態を追加する．そこで以
下では，状態の無限集合をQとおき，QIN ∪ {qany} ⊆ Qと約束する．完備化手続きの途中で追加
される新しい状態は，以下の近似関数を用いて定める．

定義 3.2 (近似関数). PosF (R) = {(l → r, p) | l → r ∈ R, p ∈ PosF (r) \ {ϵ}} とし，α :

PosF (R) × (V → Q) × Q → Q を近似関数とよぶ．なお，p ∈ Pos(r) が変数位置の場合は，
α((l → r, p), θ, q) = r|pθと約束する．

定義 3.3 (Ai ⇒ Ai+1の構成). αを近似関数，Ai = (Qi,F ,∆i, Qf )とする．以下の条件 (1)–(3)を
すべてみたす書き換え規則 l → r ∈ R，状態代入 θ : V → Qiおよび状態 q ∈ Qiが存在したとする．

(1) lθ →∗
Ai

q．ただし，この遷移は lθ →+
Ai

lθ′ →∗
Ai

qの形をしていないものとする．

(2) rθ ̸→∗
Ai

q．

(3) ∀x ∈ V(r) \ V(l). xθ = qany．

このとき，Q̃i+1, ∆̃i+1 = ∆̃⊤
i+1 ∪ ∆̃⊥

i+1を以下のように構成する．

• r = xのとき，Q̃i+1 = ∅, ∆̃⊤
i+1 = {xθ → q}, ∆̃⊥

i+1 = ∅

• r = f(r1, ..., rn)のとき:

Q̃i+1 ={α((l → r, p), θ, q) | p ∈ PosF (r) \ {ϵ}}
∆̃⊤

i+1 ={f(α((l → r, 1), θ, q), ..., α((l → r, n), θ, q)) → q}
∆̃⊥

i+1 ={g(α((l → r, p1), θ, q), ..., α((l → r, pm), θ, q)) →
α((l → r, p), θ, q) | p ∈ PosF (r) \ {ϵ}, r(p) = g}

最後にAi+1 = (Qi ∪ Q̃i+1,F ,∆i ∪ ∆̃i+1, Qf )と定める．AiからAi+1の構成を１ステップ完備化と

いい，Ai
l→r,θ,q
=====⇒ Ai+1と記す．
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定義 3.4 (完備化手続き). αを近似関数，Rを項書き換えシステム，AIN = (QIN ,F ,∆IN , Qf )を
木オートマトンとするとき，定義 3.1,3.3に従って，A0,A1, . . . ,Ak を構成する．これを AIN の k

ステップの完備化手続きとよび，Ai−1
li→ri,θi,qi
=======⇒ Ai (0 < i ≤ k)と記す．また，kステップの完備

化手続きで得られた木オートマトンAkに対して，定義 3.3の構成手続きが適用できないときに，完
備化手続きは成功し，AOUT = Akを出力する．

kステップ完備化で構成されたAkは，定義 3.3からAk = (
∪

0<i≤k Q̃i∪Q0,F ,
∪

0<i≤k ∆̃i∪∆0, Qf )

と表すことができる．また，∆⊤
k =

∪
0<i≤k ∆̃

⊤
i ,∆⊥

k =
∪

0<i≤k ∆̃
⊥
i と記す．このとき，∆k = ∆0 ⊎

∆⊥
k ⊎∆⊤

k に注意する．ここで，⊎は集合の直和である．

定義 3.5 (厳密近似関数). 近似関数αが厳密であるとは，任意の ((l → r, p), θ, q), ((l′ → r′, p′), θ′, q′)

∈ PosF (R)× (V → Q)×Qについて，α((l → r, p), θ, q) = α((l′ → r′, p′), θ′, q′)の必要十分条件が
rθ|p = r′θ′|p′ であることをいう．近似関数αが厳密であるとき，α((l → r, p), θ, q)は rθ|p ∈ T (F∪Q)

によって定まる．したがって，

条件 (*)： 任意の v, v′ ∈ T (F ∪Q) \ Qについて，α̂(v) = α̂(v′) ⇔ v = v′

をみたす関数 α̂ : T (F ∪ Q) → Qを用いて，α((l → r, p), θ, q) = α̂(rθ|p)とすることで厳密近似関
数 αを与えることが出来る．そこで，厳密近似関数として，αを用いる代わりに条件 (*)をみたす
α̂ : T (F ∪Q) → Qを用いる．以下では，α̂を αと略記し，一般性を失うことなく，任意の q ∈ Qに
ついてα(q) = qと定める．また，v ∈ T (F ∪Q)を，線形項 u ∈ T (F ,V)および状態代入 θ : V → Q
を用いて v = uθと表すこととする．uθ ̸∈ Qのとき，α(uθ) = qなる状態 qを quθと記す．

以下，本論文では近似関数として厳密なものを用いる．

例 3.6. 以下のR，AIN に対する完備化手続きを考える．
R = {Add(S(x), y) → S(Add(x, y))}

AIN = ({qZ , qNat, qf}, {0, S(·), Add(·, ·)},∆IN , {qf})

∆IN =

{
0 → qZ , 0 → qNat,

S(qNat) → qNat, Add(qNat, qZ) → qf

}
L(AIN ) = {Add(Sn(0), 0) | n ≥ 0}

Step 1: A0において状態代入 θ1 = [x 7→ qNat, y 7→ qZ ]を考えると，Add(S(x), y)θ1 →∗
A0

qf

かつ S(Add(x, y))θ1 ̸→∗
A0

qf であり，定義 3.3 の条件 (1)–(3) をすべてみたしているので，
Q̃1 = {qAdd(qNat,qZ)}，∆̃1 = {Add(qNat, qZ) → qAdd(qNat,qZ), S(qAdd(qNat,qZ)) → qf} がA0に
追加されA1が構成される．

Step 2: A1 において状態代入 θ2 = [x 7→ qNat, y 7→ qZ ]を考えると，Add(S(x), y)θ2 →∗
A1

qAdd(qNat,qZ)かつS(Add(x, y))θ2 ̸→∗
A1

qAdd(qNat,qZ)であり，定義 3.3の条件 (1)–(3)をすべてみ
たしているので，Q̃2 = {qAdd(qNat,qZ)}，∆̃1 = {Add(qNat, qZ) → qAdd(qNat,qZ), S(qAdd(qNat,qZ))

→ qAdd(qNat,qZ)} がA1に追加されA2が構成される．

Step 3: 定義 3.3の条件 (1)–(3)をみたす状態代入はこれ以上存在しないので，AOUT = A2を
出力して終了する．このときL(AOUT ) = {Sm(Add(Sn(0)), 0) | m,n ≥ 0} = (→∗

R)(L(AIN ))

である．

例 3.7. 例 3.6と同じAIN を用い，今度はR′ = {Add(S(x), y) → Add(x, S(y))}，AIN に対する完
備化手続きを考える．

Step 1: A0において状態代入 θ1 = [x 7→ qNat, y 7→ qZ ]を考えると，Add(S(x), y)θ1 →∗
A0

qf

かつ Add(x, S(y))θ1 ̸→∗
A0

qf であり，定義 3.3 の条件 (1)–(3) をすべてみたしているので，
Q̃1 = {qS(qZ)}，∆̃1 = {S(qZ) → qS(qZ), Add(qNat, qS(qZ)) → qf} がA0に追加されA1が構成
される．
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Step 2: A1において θ2 = [x 7→ qNat, y 7→ qS(qZ)]を考えると，Add(S(x), y)θ2 →∗
A1

qf かつ
Add(S(x), y)θ2 ̸→∗

A1
qf であるから，同様に Q̃2 = {qS(qS(qZ ))}，∆̃1 = {S(qS(qZ)) → qS(qS(qZ )),

Add(qNat, qS(qS(qZ ))) → qf} がA1に追加されA2が構成される．
...

Step n: 以降任意の nで，θn = [x 7→ qNat, y 7→ qS(qS(...(qZ )...))]とすると，Add(S(x), y)θn

→∗
An−1

qf かつAdd(S(x), y)θn ̸→∗
An−1

qf であるから，この完備化手続きは停止しない．

3.2 完備化手続きの性質

ここでは，4節で安定項書き換えシステムの完備化手続きを解析するために，文献 [6]では明示的
に示されていない木オートマトンの完備化手続きの基本的な性質を示す．以下では，完備化手続き
Ai−1

li→ri,θi,qi
=======⇒ Ai (0 < i ≤ l)を考える．また，0 ≤ k ≤ lとする．

補題 3.8. q ∈ Qk \Q0ならば，書き換え規則 l → r ∈ R，位置 p ∈ PosF (r) \ {ϵ}および状態代入
θ : V → Qk−1が存在して，q = qrθ|p である．

証明. Qk \Q0 =
∪

0<i≤k Q̃i =
∪

0<i≤k{qriθi|p | p ∈ PosF (ri) \ {ϵ}}および，任意の i ≤ kについて，
θi : V → Qi−1, Qi−1 ⊆ Qk−1より明らか．

補題 3.9. g(q1, ..., qm) → q ∈ ∆⊥
k であるならば，u1, ..., um ∈ T (F ,V)および状態代入 θ : V → Qk−1

が存在して，q = qg(u1,...,um)θ である．さらに，ui ∈ V ならば qi = uiθ，ui ̸∈ V ならば qi = quiθ で
ある．

証明. ∆⊥
k =

∪
0<j≤k{g(α(rjθj |p1), ..., α(rjθj |pm)) → α(rjθj |p) | p ∈ PosF (rj) \ {ϵ}, rj(p) = g} な

ので，rj |p = g(rj |p1, ..., rj |pm), θj が存在して，q = α(rjθj |p) = qrjθj |p = qg(rj |p1,...,rj |pm)θj である．
また，qi = α(rjθj |pi)よりαの定義から，rj |pi ∈ Vならば qi = rj |piθj，rj |pi ̸∈ Vならば qi = qrj |piθj
である．

補題 3.10. quθ ∈ Q̃kならば，uθ →∗
∆̃k

quθである．

証明. 項 u の構造に関する帰納法で示す．まず quθ の記法より u は変数ではない．よって u =

g(u1, ..., um)のときを考える．kステップ時の完備化をAk−1
(l→r,θ′,q)
======⇒ Akとする．quθ ∈ Q̃kから

α(rθ′|p) = qrθ′|p = quθなる p ∈ PosF (r) \ {ϵ}が存在する．u, rは共に線形であるから，l → rを名
前変えすることで，一般性を失うことなく u = r|p, θ = θ′と考えてよい．したがって，∆̃k の定義
から，g(α(u1θ), ..., α(umθ)) → α(uθ) ∈ ∆̃k である．ここで，ui ∈ V ならば α(uiθ) = uiθ，ui ̸∈ V
ならば α(uiθ) = quiθ ∈ Q̃kである．ui ̸∈ V のとき帰納法の仮定から uiθ →∗

∆̃k
quiθが成立するので，

uθ = g(u1θ, ..., umθ) →∗
∆̃k

g(α(u1θ), ..., α(umθ)) →∆̃k
α(uθ) = quθ が得られる．

補題 3.11. 任意の自然数 kに対して，Akは既約である．

証明. 自然数 kに関する帰納法で示す．k = 0の時は入力オートマトンは既約なので，それに qany

を追加しても既約であることは明らか．k > 0のとき，追加される任意の qrθ|p ∈ Q̃k に対して，補
題 3.10から rθ|p →∗

∆̃k
qrθ|p である．また，θ : V → Qk−1 に対して帰納法の仮定から，各 xに対

して tx →∗
∆k−1

xθなる基底項 tx ∈ T (F)が存在する．したがって，σ = [x 7→ tx]x∈V(r)と取ると，
rσ|p →∗

∆k−1
rθ|p →∗

∆̃k
qrθ|p となり，qrθ|p は到達可能である．よってAkは既約となる．

補題 3.12. C[q]p →∗
∆k\∆⊤

k

quθ とする．このとき，p ∈ Pos(u)ならば，q →∗
∆0

α(uθ|p)．とくに，
q ̸∈ Q0ならば q = α(uθ|p)である．
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rθ

uθ

qu′θ′

→∗
∆k

rθ

quθ

図 1: 状態の階層

証明. 文脈 C[ ]p の構造に関する帰納法で示す．記法の約束から u ̸∈ V に注意する．C[ ] = 2

のとき．このとき，p = ϵである．q →∗
∆k\∆⊤

k

quθ ̸∈ Q0 および ∆⊥
k は ϵ規則を含まないことか

ら，q = quθ が成立する．C[ ]ip = f(v1, ..., C
′[ ]p, ..., vn) のとき．C[q]ip = f(v1, ..., C

′[q]p, ...,

vn) →∗
∆k\∆⊤

k

f(qi, ..., qn) →∆k\∆⊤
k
quθであり，quθ ̸∈ Q0から f(qi, ..., qn) → quθ ∈ ∆⊥

k である．よっ

て，補題 3.9から u = f(u1, ..., un)かつ qi = α(uiθ)が成立する．このとき，uiによって場合分けを
行う．

(1) ui ̸∈ V のとき．このとき，qi = α(uiθ) = quiθである．ここで，C ′[q]p →∗
∆k\∆⊤

k

quiθに帰納法

の仮定を用いて，q = α(uiθ|p) = α(uθ|ip)が成立する．

(2) ui ∈ Vのとき．ip ∈ Pos(u)から p ∈ Pos(ui)より p = ϵである．よって，C ′[q]ϵ = q →∗
∆k\∆⊤

k

quiθが成立する．ここで，∆⊥
k が ϵ規則を含まないことから，q →∗

∆0
α(uθ|p)である．とくに，

q ̸∈ Q0ならば q = α(uθ|p)が成立する．

次に，文献 [6]で提案された，状態の階層とよばれる概念を紹介する．完備化手続きでは，右辺の
部分項 uに状態が代入されたパターン uθを認識するための状態 quθが追加される必要がある．ここ
で，xθ = qu′θ′ (x ∈ V(u))であった場合には，uθの中に状態 qu′θ′ が出現するので，状態 quθには状
態が入れ子状に現れる (図 1参照)．このときの入れ子の深さを階層といい，形式的には以下のよう
に定義される．

定義 3.13 (状態の階層). 状態 q ∈ Qk の階層 layer(q) を以下のように定める．q ∈ Q0 のとき
layer(q) = 0，q = quθのとき layer(quθ) = max{layer(xθ) + 1 | x ∈ V(u)}．ここで，uが基底項の
場合は layer(qu) = 0とする．また，任意の自然数 k,N について，QN

k = {q ∈ Qk | layer(q) ≤ N}
とおく．

例 3.14. 例 3.7において，k ステップ完備化で構成される Ak の状態の階層は以下のようになる．
layer(qZ) = layer(qNat) = layer(qf ) = layer(qany) = 0，layer(qS(qZ)) = 1，layer(qS(qS(qZ ))) = 2，
layer(qS(qS(qS(qZ ))

)) = 3．

以下では，木オートマトンの完備化手続きによって追加される状態の階層に上限が存在するなら
ば，追加される状態は有限個であることを示す．まず，状態集合Qkを拡張した集合 Pk (k ≥ 0)を，
P0 = Q0，Pk+1 = Pk ∪ {quθ | u ◁ r, l → r ∈ R, θ : V → Pk, u ̸∈ V}と定める．このとき，各 Pi

(i ≥ 0)が有限集合であることは定義より明らかである．以下では，階層 i以下の状態 qは Piの要
素となることを示す．

補題 3.15. 任意の自然数 k，任意の状態 q ∈ Qkについて，layer(q) ≤ iならば q ∈ Piが成立する．

証明. 自然数 kに関する帰納法で示す．k = 0の場合は明らかである．k+1のとき，q ∈ Qk+1 \Qk

かつ layer(q) ≤ iとする．このとき，q = quθ となる u ◁ r と θ : V → Qk が存在する．ここで，
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layer(quθ) ≤ iより，任意の変数 xに対して xθ ∈ Qkかつ layer(xθ) ≤ i− 1．よって，帰納法の仮
定より xθ ∈ Pi−1が得られ，Piの定義から quθ ∈ Piが成立する．

上記の補題より，完備化手続きによって追加される状態の階層に上限M が存在するなら，追加
される状態は有限集合 PM の要素となることが容易に示される．

補題 3.16. 自然数M が存在して，任意の自然数の kおよび状態 q ∈ Qkに対して layer(q) ≤ M と
する．このとき，任意の自然数 kに対してQk ⊆ PM が成立する．

証明. 補題 3.15より明らかである．

次の補題は，追加される状態の階層に上限が存在することと完備化手続きの停止性が等価である
ことを示している．

補題 3.17 ([6]). 完備化手続きが停止するための必要十分条件は，自然数M が存在して，任意の自
然数 kおよび状態 q ∈ Qkに対して layer(q) ≤ M となることである．

証明. (⇒): もし完備化手続きが停止するならば，QOUT が有限集合であることから，q ∈ QOUT の
階層 layer(q)の最大値M が定まる．したがって，任意の kおよび q′ ∈ Qkで layer(q′) ≤ M である．
(⇐): 補題 3.16より，任意の kについてQk ⊆ PM となる．ここで，PM が有限集合であること

に注意すると，遷移規則の取り得る個数は有限なので，∆0 ⊊ ∆1 ⊊ · · · なる無限列が得られること
はない． よって，完備化手続きは停止する．

以下，状態の階層と遷移規則との間の関係について考察する．文献 [6]と記法は異なるものの，証
明の大まかな流れは文献 [6]によって与えられたものである．

補題 3.18. f(q1, ..., qn) → q ∈ ∆⊥
k ならば，すべての i (1 ≤ i ≤ n)で layer(qi) ≤ layer(q)である．

証明. 補題 3.9から q = qf(u1,...,un)θ，qi = α(uiθ)である．ui ∈ V ならば qi = uiθ であり，ui ∈
V(f(u1, ..., un))より layer(qi) + 1 = layer(uiθ) + 1 ≤ layer(q)となる．ui ̸∈ V ならば qi = quiθ で
あり，V(ui) ⊆ V(f(u1, ..., un))より layer(qi) = layer(quiθ) ≤ layer(q)となる．したがって，どち
らの場合も layer(qi) ≤ layer(q)が成立する．

補題 3.19. tθ →∗
∆k\∆⊤

k

qであるならば，任意の x ∈ V(t)に対して layer(xθ) ≤ layer(q)である．

証明. ∆k \∆⊤
k = ∆⊥

k ∪∆0に注意する．tθ →n
∆k\∆⊤

k

qの遷移の長さ nに関する帰納法で示す．n = 0

のときは q = xθより自明である．n > 0のとき，最後の遷移の形によって場合分けを行う．

(1) tθ →n−1
∆k\∆⊤

k

q′ →∆k\∆⊤
k

q のとき．帰納法の仮定から，すべての x ∈ V(t)で layer(xθ) ≤
layer(q′)が成立する．また，∆⊥

k に ϵ規則は存在しない．q′ → q ∈ ∆0であることから q′, q ∈ Q0

である．したがって，すべての x ∈ V(t)で，layer(xθ) ≤ layer(q′) = layer(q) = 0が成立
する．

(2) tθ →n−1
∆k\∆⊤

k

f(q1, ..., qn) →∆k\∆⊤
k
qのとき．このとき，t = f(t1, ..., tn)であり，帰納法の仮定

からすべての x ∈ V(ti)で layer(xθ) ≤ layer(qi)が成立する．したがって，すべての x ∈ V(t)
で layer(xθ) ≤ max{layer(qi) | 1 ≤ i ≤ n}だから，max{layer(qi) | 1 ≤ i ≤ n} ≤ layer(q)

を示せばよい．f(q1, ..., qn) → q ∈ ∆0のときは，(1)と同様すべての qiおよび qがQ0に含ま
れているから，max{layer(qi) | 1 ≤ i ≤ n} = layer(q) = 0となる．f(q1, ..., qn) → q ∈ ∆⊥

k

のときも，補題 3.18からすべての iで layer(qi) ≤ layer(q)なので，max{layer(qi) | 1 ≤ i ≤
n} ≤ layer(q)であることは明らかである．
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3.3 完備化手続きの正当性

ここでは，文献 [3]に基づいて，完備化手続きが停止したとき (→∗
R)(L(AIN )) = L(AOUT )とな

ることを示す．

補題 3.20. (→∗
R)(L(AIN )) ⊆ L(AOUT )．

証明. t ∈ (→∗
R)(L(AIN ))とする．このとき，s ∈ T (F)，qf ∈ Qf が存在して，s →∗

AIN
qf かつ

s →∗
R tである．s →n

R tならば t →∗
AOUT

qf となることを nに関する帰納法で示す．n = 0のとき
は s = tなので，∆IN ⊆ ∆OUT から成立．n > 0とする．このとき，l → r ∈ R，文脈 C[ ]，代入
σが存在して s →n−1

R C[lσ] →R C[rσ] = tとなる．帰納法の仮定から，C[lσ] →∗
AOUT

qf である．
よって，状態代入 θ : V → QOUT および状態 q ∈ QOUT が存在して，C[lσ] →∗

AOUT
C[lθ] →∗

AOUT

C[q] →∗
AOUT

qf および lθ →∗
AOUT

q が成立する．さらに，θ として lθ →∗
AOUT

q が最小の長さと
なるものを考えることができる (すなわち，lθ →+

AOUT
lθ′ →∗

AOUT
q の形ではない)．また，一般

性を失うことなく，任意の x ∈ V(r) \ V(l)について xθ = qany とする．一方，AOUT が完備化手
続きの出力であることから，l → r, θ, q が，定義 3.3の条件 (1)–(3)を同時にみたすことはない．
よって，l → r, θ, qが条件 (1),(3)はみたしていることから，rθ →∗

AOUT
qが成立する．したがって，

t = C[rσ] →∗
AOUT

C[rθ] →∗
AOUT

C[q] →∗
AOUT

qf が成立し，t ∈ L(AOUT )が得られる．

次に，逆方向の包含関係について示す．

補題 3.21. Ak−1
lk→rk,θk,qk========⇒ Ak，t ∈ T (F)，t →∗

Ak
qとする．このとき，以下が成立する．

(1) q = quθ ∈ Q̃kならば，代入 σ : V → T (F)が存在して，uσ →∗
Ak−1

uθかつ uσ →∗
R tである．

(2) q ∈ Qk−1ならば，基底項 s ∈ T (F)が存在して，s →∗
Ak−1

qかつ s →∗
R tが成り立つ．

証明. t →n
Ak

q の遷移の長さ nに関する帰納法で (1),(2)を同時に示す．n = 0のときは明らか．
n > 0のとき，最後の遷移の形によって場合分けを行う．

(I) t →n−1
Ak

q′ →Ak
qのとき．∆⊥

k に ϵ規則が含まれないことから，q′ → q ∈ ∆k−1 ∪ ∆̃⊤
k である．

(I-i) q′ → q ∈ ∆k−1のとき．q′, q ∈ Qk−1である．(2)に関する帰納法の仮定から，s′が存在
して s′ →∗

Ak−1
q′かつ s′ →∗

R tとなる．s′ →∗
Ak−1

q′ →Ak−1
qが成立するので，s = s′と

すればよい．

(I-ii) q′ → q ∈ ∆̃⊤
k のとき．q

′, q ∈ Qk−1であることから，(I-i)と同様に s′が存在して s′ →∗
Ak−1

q′ かつ s′ →∗
R t となる．ここで，q′ → q ∈ ∆̃⊤

k より，q = qk かつ lkθk →∗
Ak−1

qk，
rk ∈ V かつ rkθk = q′が成立する．補題 3.11からAk−1は既約なので，各 x ∈ V(lk)で
tx →∗

Ak−1
xθk なる基底項 tx が存在する．よって σ = [rk 7→ s′] ∪ [x 7→ tx]x∈V(lk)\{rk}

ととると，lkσ →∗
Ak−1

lkθk →∗
Ak−1

qかつ lkσ →R rkσ = s′ →∗
R tが成立する．よって，

s = lkσとすればよい．

(II) t →n−1
Ak

f(q1, ..., qn) →Ak
qのとき．このとき，t = f(t1, ..., tn)である．f(q1, ..., qn) → q ∈

∆k−1 ∪ ∆̃⊥
k ∪ ∆̃⊤

k なので，それぞれ場合分けを行う．

(II-i) f(q1, ..., qn) → q ∈ ∆k−1 のとき．q1, ..., qn, q ∈ Qk−1 である．このとき，ti →∗
Ak

qi

より (2)に関する帰納法の仮定から，si が存在して si →∗
Ak

qi かつ si →∗
R ti となる．

f(s1, ..., sn) →∗
Ak−1

f(q1, ..., qn) →Ak−1
qかつ f(s1, ..., sn) →∗

R f(t1, ..., tn) = tが成立す
るので，s = f(s1, ..., sn)とすればよい．

(II-ii) f(q1, ..., qn) → q ∈ ∆̃⊥
k のとき．補題 3.9から u1, ..., un, θが存在して，q = qf(u1,...,un)θ

∈ Q̃k かつ qi = α(uiθ) (1 ≤ i ≤ n) である．各 i (1 ≤ i ≤ n) に対して σi を以下
のように定める．ui ∈ V ならば qi = uiθ ∈ Qk−1 であり，(2)に関する帰納法の仮定
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から si が存在して si →∗
Ak−1

qi かつ si →∗
R ti なので σi = [ui 7→ si] とおく．ui ̸∈

V ならば，qi = quiθ ∈ Q̃k であるので，(1) に関する帰納法の仮定から uiσi →∗
Ak−1

uiθ かつ uiσi →∗
R ti となる σi がとれる．σ =

∪
1≤i≤n σi とすると，f(u1, ..., un)σ =

f(..., si, ..., ujσj , ...) →∗
Ak−1

f(..., qi, ..., ujθ, ...) = f(u1, ..., un)θ かつ f(u1, ..., un)σ =

f(..., si, ..., ujσj , ...) →∗
R f(t1, ..., tn) = tが成り立つ．

(II-iii) f(q1, ..., qn) → q ∈ ∆̃⊤
k のとき．q = qk ∈ Qk−1 かつ rk = f(rk|1, ..., rk|n) である．

∆̃⊤
k の構成から qi = α(rk|iθ) (1 ≤ i ≤ n)なので，各 i に対して σi を以下のように
定める．rk|i ∈ V ならば qi = rk|iθk ∈ Qk−1 であり，(2)に関する帰納法の仮定から
si が存在して si →∗

Ak−1
qi かつ si →∗

R ti なので σi = [ui 7→ si] とおく．rk|i ̸∈ V
ならば，qi = qrkθk|i ∈ Q̃k であるので，(1)に関する帰納法の仮定から rk|iσi →∗

Ak−1

rkθk|iかつ rk|iσi →∗
R tiとなる σiがとれる．σ =

∪
1≤i≤n σiとすると，(II-ii)と同様に

rkσ →∗
Ak−1

rkθk かつ rkσ →∗
R f(t1, ..., tn)が成り立つ．よって，定義 3.3の条件 (1)か

ら，lkσ →∗
Ak−1

lkθk →∗
Ak−1

qk かつ lkσ →R rkσ →∗
R f(t1, ..., tn) = tが成り立つので，

s = lkσとすればよい．

補題 3.22. L(AOUT ) ⊆ (→∗
R)(L(AIN ))．

証明. 任意の自然数 k について L(Ak) ⊆ (→∗
R)(L(AIN )) であることを，k に関する帰納法で示

す．k = 0 のときは明らかである．よって k > 0 とする．補題 3.21(2) から，任意の q ∈ Qk−1

に対して Lq(Ak) ⊆ (→∗
R)(Lq(Ak−1)) である．Qf ⊆ Qk−1 より任意の q ∈ Qf で Lq(Ak) ⊆

(→∗
R)(Lq(Ak−1)) ⊆ (→∗

R)(L(Ak−1)) が成り立つので，L(Ak) =
∪

q∈Qf
Lq(Ak) ⊆

∪
q∈Qf

(→∗
R

)(Lq(Ak−1)) ⊆ (→∗
R)(L(Ak−1))が成立する．また，帰納法の仮定より L(Ak−1) ⊆ (→∗

R)(L(AIN ))

が成り立つ．→∗
Rの推移性より (→∗

R)((→∗
R)(L(AIN ))) = (→∗

R)(L(AIN ))は明らかなので，L(Ak) ⊆
(→∗

R)(L(Ak−1)) ⊆ (→∗
R)((→∗

R)(L(AIN ))) = (→∗
R)(L(AIN ))が成立する．

定理 3.23 ([3]). Rを線形な項書き換えシステムとし，AOUT をRとAIN に対する完備化手続き
による出力とする．このとき，L(AOUT ) = (→∗

R)(L(AIN ))．

証明. 補題 3.20および補題 3.22から明らか．

4 安定な項書き換えシステムの到達可能性

前節では，項書き換えシステムRと木オートマトンAIN に対する完備化手続きが停止するなら
ば，その出力AOUT を用いてRの到達可能性が判定できることを示した．本節では，完備化手続き
が停止するためのRの十分条件を与える．

4.1 安定な項書き換えシステム

完備化手続きで追加される新しい状態 quθは，項 uθのパターンを認識するためのものである．し
かし，ある完備化ステップにおいて，もし lkθk →∗

Ak−1
quθ となるならば，uθの構造とは全く関わ

りがない項 rkθkも rkθk →∗
Ak

quθとなり，解析に不都合が生じる (図 2参照)．そこで，本論文では
このようなことが起こらないよう項書き換えシステムに安定性という構文的な制限を加える．

定義 4.1 (安定性). 書き換え規則 l → r ∈ Rが不安定であるとは，ある l′ → r′ ∈ Rが存在して
l′が rと重なることをいう．不安定でない書き換え規則を安定であるという．Rが安定であるとは，
Rのすべての書き換え規則が安定であることをいう．
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r

quθ

r

quθ

→R

quθ

lkθk rkθk

uθ

* ∆k−1 * ∆k

図 2: kステップ目の完備化

安定な項書き換えシステムの例としては，Rの左辺の根の位置の関数記号 (定義関数記号)が右辺
に出現しない場合などがある．

例 4.2. R = {v1 : f(g(x)) → g(x), v2 : h(x) → g(f(x))}に関して，v1の左辺が v2の右辺と重なる
ので，v2は不安定な書き換え規則である．R′ = {v1 : f(g(x)) → g(x), v′2 : h(x) → g(f(k(x)))}に
関しては，v1, v

′
2のいずれの左辺も v′2の右辺と重ならないので，v′2は安定な書き換え規則である．

同様に v1が安定であることも容易に分かるので，R′は安定な項書き換えシステムである．

以下では，Rを安定かつ線形な項書き換えシステムとし，RとAIN に対する完備化手続きAi−1
li→ri,θi,qi
=======⇒ Ai (0 < i ≤ k)により構成される木オートマトンの性質を示す．まず，項書き換えシス
テムが安定なとき，状態 quθに遷移する項が必ず項 uの構造をもつことを次の補題で示す．

補題 4.3. t ∈ T (F)，t →∗
Ak

quθならば，基底代入 σが存在して t = uσ．

証明. 自然数 kに関する帰納法で示す．k = 0のときは t →∗
A0

quθは成立しないので明らか．k > 0

とする．t →n
Ak

quθとして，遷移の長さ nに関する帰納法で示す．n = 0のときは明らか．n > 0と
し，最後の遷移規則によって場合分けを行う．q ̸∈ Q0から，最後の遷移規則は∆0に含まれないこ
とに注意する．

(1) f(q1, ..., qn) → quθ ∈ ∆⊥
k のとき．このとき，t = f(t1, ..., tn) である．補題 3.9 より u =

f(u1, ..., un)かつ qi = α(uiθ)が成り立つ．ui ∈ V ならば qi = uiθなので σi = [ui 7→ ti]とし，
ui ̸∈ Vならば qi = quiθなので，帰納法の仮定から ti = uiσiとなる σiがとれる．σ =

∪
i σiと

すると，t = f(t1, ..., tn) = f(u1σ1, ..., unσn) = uσが成り立つ．

(2) f(q1, ..., qn) → quθ ∈ ∆⊤
k あるいは q′ → quθ ∈ ∆⊤

k のとき．∆⊤
k の定義からm ≤ kが存在し

て，f(q1, ..., qn) → quθ ∈ ∆̃⊤
mあるいは q′ → quθ ∈ ∆̃⊤

mである．このとき，mステップ目に
おける定義 3.3の条件 (1)から，lmθm →∗

∆m−1
quθ である．補題 3.11より Am−1は既約なの

で，命題 2.1から基底代入 σmが存在して，lmσm →∗
∆m−1

lmθm →∗
∆m−1

quθ である．よって，
m − 1 < kより，lmσm →∗

∆m−1
quθ に帰納法の仮定を適用すると，σが存在して lmσm = uσ

が成立する．また，補題 3.8より，書き換え規則 l → r ∈ Rおよび位置 p ∈ PosF (r)が存在
して u = r|pとなる．したがって，lmσm = r|pσとなり，lmは rと重なる．これはRが安定
であることと矛盾する．

以上の補題から，任意の書き換え規則 l → rおよび状態代入 θを用いた完備化ステップにおいて，
定義 3.3の条件 (1)–(3)をみたす状態 qk は必ずQ0に含まれていることが導かれる．加えて，補題
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qk ∈ Q0 : layer(qk) = 0

: layer(quθ) > 0

lkθk =

quθ

≤
≤

>∆⊤
k

図 3: lkθkの遷移と状態の階層

3.19より，∆⊤
k 以外の遷移では状態の階層は上昇するので，もし θkとしてQ0以外の状態を用いる

場合には，lkθkの遷移中に必ず階層が減少する遷移∆⊤
k が含まれていなければならないことも示せ

る (図 3参照)．

補題 4.4. l → r ∈ R，lθ →∗
Ak

qとする．このとき，以下が成立する．

(1) q ∈ Q0である．

(2) x ∈ V(l)が存在し layer(xθ) > 0ならば，p ∈ Pos(l),m ≤ k, v → qm ∈ ∆̃⊤
m が存在して，

lθ →∗
∆k\∆⊤

k

lθ[v]p →∆̃⊤
m
lθ[qm]p →∗

Ak
q かつ x ∈ V(l|p)である．

証明. (1) q ̸∈ Q0として矛盾を導く．補題 3.8から，q ∈ Qk\Q0ならば，li → ri, θi, p ∈ PosF (ri)\
{ϵ}が存在して q = qriθi|p である．補題 3.11および命題 2.1から，基底代入 σ が存在して
lσ →∗

Ak
lθ →∗

Ak
qriθi|p が成立．補題 4.3から lσ = riσi|pとなる．よって，lは riと重なり，R

の安定性と矛盾する．

(2) lθ →∗
∆k\∆⊤

k

lθ[v]p →∆⊤
k

lθ[qm]p →∗
Ak

q (x ∈ V(l|p)) の形の遷移が存在しないならば，補題
3.19から layer(q) ≥ layer(xθ) > 0が成立する．一方，(1)より q ∈ Q0から，layer(q) = 0

であるので矛盾する．よって，v → q ∈ ∆⊤
k =

∪
0<i≤k ∆̃

⊤
mから，q = qm, v → qm ∈ ∆̃⊤

mなる
mが存在する．

補題 4.4において，∆̃⊤
mを追加した完備化ステップにおいて用いられた書き換え規則 lm → rm ∈ R

を考えると，rmは lkに重なることを次の補題で示す．

補題 4.5. Ak−1
lk→rk,θk,qk========⇒ Ak，定義 3.3の条件 (1)を満たす遷移が lkθk →∗

∆k−1
◦ →∆̃⊤

m
lkθk[qm]p

→∗
∆k−1

qk (m < k)であるとする．このとき，位置 p ∈ PosF (lk)で項 rm と lk|p は単一化可能と
なる．

証明. p ∈ PosF (lk)かつ lk|p と rm が単一化可能となることを示す．もし p ̸∈ PosF (lk)とすると
lk(p) ∈ Vであるから，lkθk →∗

Ak−1
qkの遷移は，状態代入 θ′が存在して lkθk →∆̃⊤

m
lkθ

′ →∗
∆k−1

qkの
形をしている．これは定義3.3の条件 (1)をみたさない．よって，p ∈ PosF (lk)である．lk|pと rmが単
一化可能となることを示すため，∆̃⊤

mの規則の形で場合分けを行う．∆̃
⊤
m = {q′ → qm}のとき，rm = x

であるので明らか．そうでない場合，∆̃⊤
m = {f(q1, ..., qn) → qm}である．このとき，lkθk →∗

∆k−1

◦ →∆̃⊤
m
lkθk[qm]pより，lkθk|p →∗

∆k−1
f(α(rmθm|1), ..., α(rmθm|n)) = f(q1, ..., qn) →∆̃⊤

m
qmである．

また，補題 3.11,命題 2.1から，基底代入 σkが存在して lkσk|p →∗
∆k−1

lkθk|pなので，lkσk|pi →∗
∆k−1

α(rmθm|i) (1 ≤ i ≤ n) が成立する．ここで，各 i (1 ≤ i ≤ n) に対して σi を以下のように構
成する．rm|i ∈ V ならば σi = [rm|i 7→ lk|piσk] とする．rm|i ̸∈ V ならば qi = qrmθm|i であり，
lk|piσ →∗

∆k−1
qrmθm|iとなるので，補題 4.3より lk|piσk = rm|iσiとなる σiがとれる．σ =

∪
1≤i≤n σi
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辺 (l → r, l′ → r′)の重み 1

l′

→

r′

l

→

r

x x

辺 (l → r, l′ → r′)の重み 0

l′

→
r′

l

→

r

図 4: 接続グラフの辺の重みと書き換え規則間の関係

と定めると，lk|pσk = f(lk|p1σk, ..., lk|pnσk) = f(rm|1σ1, ..., rm|nσn) = rmσが成立するので，lk|p, rm
は単一化可能となる．

4.2 完備化手続きの停止性

ここでは，安定かつ線形な項書き換えシステムRに対する木オートマトンの完備化手続きが停止
するための十分条件を，書き換え規則の接続の概念に基づいて与える．

定義 4.6 (接続グラフ). 項書き換えシステムRの接続グラフを，以下の重み付き有向グラフG(R) =

(V,E,w)と定義する．

• V は頂点集合であり，V = R．

• Eは辺集合であり，以下のように定める．

E = {(l → r, l′ → r′) ∈ R×R | ∃p ∈ PosF (l). ∃µ = mgu(r′, l|p). V(r) ∩ V(l|p) ̸= ∅}
ただし，l → r, l′ → r′は変数が重ならないよう名前替えされているものとする．

• w : E → {0, 1}は重み関数であり，以下のように定める (図 4参照)．

w((l → r, l′ → r′)) =


1 · · · ∃p ∈ PosF (l). ∃x ∈ V(r) ∩ V(l|p). ∃µ = mgu(r′, l|p).

xµ ̸∈ V ∪ T (F).

0 · · ·上記以外．

定義 4.7 (経路の重み). 接続グラフ G(R)の辺の列 (li → ri, li+1 → ri+1)0≤i≤nを，G(R)の経路と
よぶ．このとき，l0 → r0 ∈ Rをその経路の始点，ln+1 → rn+1 ∈ Rを終点という．始点と終点が一
致する経路をとくに閉路とよぶ．経路の重みを，経路を構成する辺の重みの総和とする．また，頂
点 l → r ∈ Rの重み w(l → r)を，接続グラフ G(R)上の始点を l → rとする経路における重みの
最大値とする．ただし，最大値が存在しなかった場合は w(l → r) = ∞とする．

例 4.8. R = {v1 : f(g(h(x))) → g(h(x)), v2 : k(x, g(y)) → h(s(x))} の接続グラフを考える．v1

の左辺の部分項 g(h(x))は v1 の右辺 g(h(x′))と µ = [x 7→ x′]で単一化可能であり，V(g(h(x))) ∩
V(g(h(x))) ̸= ∅となるので v1から v1への辺をもつ．このとき，xµ = x′ ∈ Vなので，辺 (v1, v1)の重
みは 0である．v1の左辺の部分項 h(x)は v2の右辺 h(s(x′))と µ = [x 7→ s(x′)]で単一化可能であり，
V(h(x)) ∩ V(g(h(x))) ̸= ∅となるので v1から v2への辺をもつ．このとき，xµ = s(x′) ̸∈ V ∪ T (F)

なので，辺 (v1, v2)の重みは 1である．v2の左辺の部分項 g(y)は v1の右辺 g(h(x′))と単一化可能
であるが，V(g(y)) ∩ V(h(s(x))) = ∅なので，v2 から v1 への辺は存在しない．これら以外には左
辺と右辺との間に重なりは存在しないので，Rの接続グラフは図 5のようになる．このとき，頂点
v1, v2の重みは w(v1) = 1, w(v2) = 0である．

頂点の重みw(l → r)は有限であるとは限らない．しかし，文献 [6]で示されているように，グラ
フの中に重み 1以上の閉路が存在しなければあらゆる経路の重みはRの要素の数以下であることが
わかり，w(l → r)は常に有限である．

12



v1 v2
1

0

図 5: R = {v1 : f(g(h(x))) → g(h(x)), v2 : k(x, g(y)) → h(g(x))}の接続グラフ

補題 4.9. 接続グラフ G(R) に重み 1 以上の閉路が存在しないならば，すべての l → r ∈ R で
w(l → r) ≤ |R|である．

証明. l → r ∈ Rが存在してw(l → r) > |R|であったと仮定する．すると定義から，l → r = l0 → r0

を始点とする経路 (li → ri, li+1 → ri+1)0≤i≤n が存在して，Σn
i=0w(li → ri, li+1 → ri+1) > |R|が

成立する．J = {j ∈ {0, 1, ..., n} | w((lj → rj , lj+1 → rj+1)) = 1}とおくと，|J | > |R|であ
るから，異なる 2つの要素 j, j′ ∈ J (j < j′)が存在して lj → rj = lj′ → rj′ となる．すると，
(li → ri, li+1 → ri+1)j≤i≤j′−1は閉路であり，かつw((lj → rj , lj+1 → rj+1)) = 1であるから重みは
必ず 1以上である．これは，接続グラフ G(R)に重み 1以上の閉路が存在しないことと矛盾する．

以上の準備のもとで，完備化手続きが停止する十分条件をRの接続グラフ G(R)の構造から与え
ることができる．

補題 4.10. 接続グラフ G(R)に重み 1以上の閉路が存在しないならば，RとAIN に対する完備化
手続きは停止する．

証明. 補題 3.17から，任意の自然数 kおよび状態 q ∈ Qk で layer(q) ≤ |R| + 1であることを示せ
ば完備化手続きは停止する．状態 quθ ∈ Q̃kの階層は，1ステップ完備化のときに使用される規則お
よび状態代入によって定まる．このとき，layer(quθ) = max{layer(xθk) + 1 | x ∈ V(lk) ∩ V(u)}
である．補題 4.9より w(lk → rk) ≤ |R|が成立するので，各完備化ステップAk−1

lk→rk,θk,qk========⇒ Ak

において，すべての x ∈ V(lk) ∩ V(rk)で layer(xθk) ≤ w(lk → rk)となることを k に関する帰
納法で示せば，layer(quθ) < |R| + 1が得られる．k = 1のときは，θ1 : V → Q0 より明らか．
k > 1のとき，x ∈ V(lk) ∩ V(rk)が存在して layer(xθk) > w(lk → rk)と仮定して矛盾を示す．
w(lk → rk) ≥ 0から layer(xθk) > 0．lkθk →∗

Ak−1
qk から，補題 4.4.(2)より p,m, v → qm ∈

∆̃⊤
m (m < k, x ∈ V(lk|p))が存在して，lkθk →∗

∆k−1\∆⊤
k−1

lkθk[v]p →∆̃⊤
m

lkθk[qm]p →∗
Ak−1

qk と

なる．完備化ステップ Am−1
lm→rm,θm,qm
=========⇒ Am を考えると，補題 4.5から µ = mgu(lk|p, rm)が

存在する．また，x ∈ V(lk|p) ∩ V(rk)より V(lk|p) ∩ V(rk) ̸= ∅．よって，接続グラフ G(R)に辺
(lk → rk, lm → rm)が存在する．p ∈ PosF (lk)から lk|p = f(l′1, ..., l

′
n)とおける．また，x ∈ V(lk|p)

より，p′ ∈ Pos(lk|p)が存在して x = lk|p·p′ が成立する．なお，p′ = ϵとすると x = lk|p となり，
p ∈ PosF (lk)に矛盾するので，p′ ̸= ϵである．

(1) xµ ̸∈ Vのとき．このとき，xµ = rm|p′，p′ ∈ PosF (rm)である．p′ ∈ PosF (rm)より rm ̸∈ Vで
あるから，lk(p) = f より rm = f(r′1, ..., r

′
n)とおける．よって，v = f(α(r′1θm), ..., α(r′nθm))

が成立する．p′ ̸= ϵから p′ = ip′′ とおける．すると，x = lk|p·p′ = f(l′1, ..., l
′
n)|ip′′ = l′i|p′′

となる．rm|p′ ̸∈ V より r′i|p′′ ̸∈ V であるから，r′i ̸∈ V が成立する．よって，α(r′iθm) =

qr′iθm = qrmθm|i．また，l′iθk[xθk]p′′ →∗
∆k−1\∆⊤

k−1

qrmθm|i に補題 3.12を用い，xθk ̸∈ Q0 から

xθk = α((rmθ|i)|p′′) = α(rmθ|p′) = qrmθ|p′ が成立する．ここで，rm|p′ ∈ T (F)とすると，
layer(qrmθm|p) = layer(xθk) > 0と矛盾する．よって，rm|p′ ̸∈ T (F)となる．したがって，
x ∈ V(lk|p) ∩ V(rk), xµ = rm|p′ ̸∈ V ∪ T (F)から辺 (lk → rk, lm → rm)の重みは 1となり，
w(lk → rk) ≥ w(lm → rm)+1が成立する．一方，xθk = qrmθm|p′から，y ∈ V(rm|p′)が存在して
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layer(yθm) = layer(xθk)−1 > w(lk → rk)−1となる. このとき，y ∈ V(lm)ならば，m < kに
関する帰納法の仮定からw(lm → rm) ≥ layer(yθm)が成立し，y ̸∈ V(lm)ならば，定義3.3の条
件 (3)から layer(yθm) = layer(qany) = 0である．どちらの場合もw(lm → rm) ≥ layer(yθm)

が成立する．したがって，w(lk → rk) ≥ w(lm → rm) + 1 ≥ layer(yθm) + 1 = layer(xθk)と
なり，これは仮定 layer(xθk) > w(lk → rk)と矛盾する．

(2) xµ ∈ V のとき．辺 (lk → rk, lm → rm)の存在から w(lk → rk) ≥ w(lm → rm)が成立する．
一方，y ∈ V(rm)および p′′ ∈ Pos(rm)が存在して，rm|p′′ = yかつ x ∈ V(lk|p·p′′)である．こ
のとき，lkθk →∗

∆k\∆⊤
k

lkθk[q̃]p·p′′ →∗
∆k−1\∆⊤

k−1

lkθk[v]p →∆̃⊤
m

lkθk[qm]p ならば q̃ = yθmであ

ることを示す．ここで，lkθk|p·p′′ →∗
∆k\∆⊤

k

q̃に補題 3.19を用いて，layer(q̃) ≥ layer(xθ) > 0

が成立する．したがって，q̃ ̸∈ Q0である．

(a) rm ∈ V のとき．このとき，rm = y, v = yθmかつ p′′ = ϵである．ここで，lkθk[q̃]p·p′′ =

lkθk[q̃]p →∗
∆k\∆⊤

k

lkθk[yθm]pから，q̃ →∗
∆k\∆⊤

k

yθmが成立する．また，∆⊥
k は ϵ規則を含

まないことから q̃ →∗
∆0

yθmとなる．よって，q̃ ̸∈ Q0より q̃ = yθmが成立する．

(b) rm ̸∈ V のとき．このとき，lk|p = f(l′1, ..., l
′
n) から rm = f(r′1, ..., r

′
n) となり，v =

f(q1, ..., qn)である．p′′ ̸= ϵから p′′ = jp′′′とおける．また，lkθk →∗
∆k\∆⊤

k

lkθk[q̃]p·p′′ =

l′jθm[q̃]p′′′ から，l′jθm[q̃]p′′′ →∗
∆k−1\∆⊤

k−1

lkθk[v]p →∆̃⊤
m

lkθk[qm]p が成立する．r′j ∈ V の
とき．y = r′j から p′′ = j, p′′′ = ϵとなり，l′jθm[q̃]ϵ = q̃ →∗

∆k\∆⊤
k

qj = α(r′jθm) = yθm

である．よって，(2)-(a)と同様に q̃ ̸∈ Q0 より q̃ = yθm が成立する．r′j ̸∈ V のとき．
qj = α(r′jθm) = qrmθ|j である．よって，l′jθm[q̃]p′′′ →∗

∆k\∆⊤
k

qrmθ|j に補題 3.12を用いて，
q̃ ̸∈ Q0より q̃ = α((rmθ|j)|p′′′) = α(rmθ|p′′) = yθmが成立する．

以上より lkθk|p·p′′ →∗
∆k\∆⊤

k

yθmなので，補題 3.19から layer(yθm) ≥ layer(xθk)が成立する．

また，(1)と同様にm < kの帰納法の仮定および定義 3.3の条件 (3)を用いて，w(lm → rm) ≥
layer(yθm)が成立する．したがって，w(lk → rk) ≥ w(lm → rm) ≥ layer(yθm) ≥ layer(xθk)

となり，これは仮定 layer(xθk) > w(lk → rk)と矛盾する．

以上の結果から，本論文の主定理を導くことができる．この定理の条件をみたす項書き換えシス
テムのクラスが，我々が与える木オートマトンの完備化手法が有効な新しいクラスである．

定理 4.11. Rを安定かつ線形な項書き換えシステムとする．接続グラフ G(R)に重み 1以上の閉路
が存在しないならば，Rの到達可能性は判定可能である．

証明. 定理 3.23および補題 4.10から明らか．

最後に，定理 4.11で与えられた項書き換えシステムのクラスが，成長項書き換えシステムのクラ
ス [4]や有限経路重なり項書き換えシステム [6]のクラスと独立であることを示す．
まず，成長項書き換えシステムについて説明する．Rが成長項書き換えシステムであるとは，す

べての書き換え規則 l → r ∈ Rで，任意の変数 x ∈ V(l) ∩ V(r)の左辺における出現が深さ 1以下
であることをいう．R−1が成長項書き換えシステムのとき，完備化手続きが停止し，到達可能性が
判定可能となることが文献 [4]で示されている．

命題 4.12 ([4]). R−1 を線形な成長項書き換えシステムとすると，Rの到達可能性は判定可能で
ある．
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例 4.13. R = {v1 : f(a, g(x)) → f(b, g(h(x)))}は安定かつ線形な項書き換えシステムであり，そ
の接続グラフ G(R)の辺は存在しないので， 定理 4.11から到達可能性は判定可能である．一方，
x ∈ V(f(a, g(x))) ∩ V(f(b, g(h(x))))は右辺の深さ 3の位置で出現しているため，R−1は成長項書
き換えシステムとはならず，命題 4.12は適用できない．

例 4.14. R = {v1 : f(x, g(a)) → f(x, y)}において，V(f(x, g(a))) ∩ V(f(x, y))内の変数は右辺の
深さ 1でしか出現していないため，R−1は成長項書き換えシステムである．したがって，命題 4.12
からRの到達可能性は判定可能である．一方，これは安定な項書き換えシステムではないので，定
理 4.11は適用できない．

次に，有限経路重なり項書き換えシステムについて説明する．項 sが項 tから突出するとは，t ̸∈ V
かつ，位置 p ∈ (Pos(s) ∩ PosV (t)) \ {ϵ}が存在し，s|p ̸∈ T (F)かつ ϵ ⪯ p′ ≺ p となるすべての p′

に対して s(p′) = t(p′)となることをいう．さらに s|p ̸∈ V のとき，sは tから真に突出するという．
項書き換えシステム R に対して，頂点集合を V = R，重み付き辺Eを以下のように構成した重み
付き有向グラフGR = (V,E,w)を，Rの突出グラフという：2つの v1 : l1 → r1, v2 : l2 → r2 ∈ V

に対し，すべての変数 x ∈ V(ri) \ V(ri) (i = 1, 2)を新しい定数記号3に置き換えたものをそれぞ
れ l′1 → r′1, l

′
2 → r′2とおく．

(1) r′2が l′1の部分項から真に突出しているとき，v2
1→ v1 ∈ E，

(2) r′2の部分項が l′1から真に突出しているとき，v2
1→ v1 ∈ E，

(3) l′1の部分項が r′2から突出しているとき，v2
0→ v1 ∈ E，

(4) l′1が r′2の部分項から突出しているとき，v2
0→ v1 ∈ E．

項書き換えシステムRの突出グラフGRに重みが 1以上の閉路が存在しないとき，Rを有限経路重
なり項書き換えシステムという．有限経路重なり項書き換えシステムについては，完備化手続きが
停止し，到達可能性が判定可能となることが文献 [6]で示されている．

命題 4.15 ([6]). Rを右線形な項書き換えシステム，突出グラフGRに重み 1以上の閉路が存在し
ないならば， Rの到達可能性は判定可能である．

例 4.16. 例 4.13におけるRの突出グラフGRは閉路 v1
1→ v1 をもつので，Rは有限経路重なり項

書き換えシステムではなく，命題 4.15は適用できない．

例 4.17. R = {v1 : f(x, a) → f(h(y), x), v2 : g(y) → f(g(y), b)}は線形な項書き換えシステムであ
り，その突出グラフGRの辺は v2

1→ v1および v2
0→ v2のみであるので，Rは有限経路重なり項書

き換えシステムであり，命題 4.15から到達可能性は判定可能である．一方，これは安定な項書き換
えシステムではないので，定理 4.11は適用できない．

5 おわりに

本論文では，項書き換えシステムの書き換え規則間の重なりに着目し，2つの書き換え規則間で
右辺に左辺が重なることのない安定な項書き換えシステムのクラスを提案し，その到達可能性の判
定法を与えた．具体的には，安定な項書き換えシステムの書き換え規則間で左辺に右辺が重なると
き，その状況を接続グラフで解析することによって，安定かつ線形な項書き換えシステムに対する
木オートマトンの完備化手続きが停止するための十分条件を与えた．本論文で示された到達可能性
が判定可能なクラスは，成長項書き換えシステム [4, 5]や有限経路重なり項書き換えシステム [6]と
は独立なクラスとなっている．なお，成長項書き換えシステム [4, 5]や有限経路重なり項書き換え
システム [6]では，線形性よりも弱い右線形性で完備化手続きの停止性が保証されている．本論文
で仮定している線形性や安定性の条件を緩めることにより，接続グラフによる解析手法を拡張する
ことは今後の課題である．
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