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概 要 名目書き換えシステム (Fernández&Gabbay,2007)は，変数におけるアトムの
非出現制約を取り入れた高階項書き換えシステムである．名目書き換えシステムの合流
条件としては，Fernández&Gabbayにより与えられた停止性と危険対の交差性に基づく
条件が知られている．しかし，名目書き換えでは書き換え規則におけるアトムの置換を
考慮する必要があるため，Fernández&Gabbayの条件では無限個の危険対に対する交差
性を検証することになり，実効的な合流性判定手続きの実現は困難である．本論文では，
置換を明示した形で書き換えを定式化し，これに基づいたより精密な危険対補題を与え
る．書き換えの前後で α同値性を保存する書き換え規則の新たなクラスを提案し，実効
的な判定手続きが実現可能な名目書き換えシステムの合流条件を与える．

1 はじめに

変数束縛はさまざまな形式的な記述において広く使われている．このような形式的記述では，変
数束縛がある項に対する α同値性を考える必要があるが，一般には，α同値性は暗黙的に扱われる
ことが多い．しかし，実際の定理自動証明や計算機上で実装を行う際には，形式的に扱う必要があ
り，これは多くの労力が必要である．このため，変数束縛をより容易に見通しよく扱うためのさま
ざまな枠組みが提案されてきた [4, 8, 11, 12]．
名目技法 [8, 11]は，このような変数束縛を扱うために提案された枠組みの一つであり，伝統的な

変数束縛の取り扱いではあまり一般的でなかった非出現制約や置換といった仕組みを体系の基本要
素に取り入れた独創的な枠組みである．従来の変数束縛をもつ枠組みでは，一般に，高階項に対す
る単一化が決定不能になるのと対照的に，名目項では単一化が決定可能となる [2, 13]．このため，
名目項に関する効率の良いアルゴリズムなどの研究が進められている [1, 10]．
名目書き換えシステム [5]は，名目項に基づいた高階書き換えシステムである．名目書き換えシ

ステムを利用することにより，一階述語論理式やラムダ計算のように変数束縛を含む項に対する書
き換えを実現できる．

例 1.1 ([5]). 論理積と全称記号からなる一階述語論理式の冠頭標準形を求める名目書き換えシステ
ムRpnf は以下のような規則で与えられる．

Rpnf =

{
a#X ⊢ and(X, forall([a]Y )) → forall([a]and(X,Y )) (R1)

a#X ⊢ and(forall([a]Y ), X) → forall([a]and(Y,X)) (R2)

ここで，X,Y は書き換え規則中のメタな変数を表し，aは一階述語論理式における変数を意味す
るアトムを表す．a#X は書き換え規則の適用において，変数X はアトム aが自由に現れる項には
具体化できないという制約を表す．一般的な記法に基づき，and(X,Y )をX ∧ Y，forall([a]X)を
∀a.X と表すと，Rpnf は次のようになる．

Rpnf =

{
a#X ⊢ X ∧ ∀a.Y → ∀a.(X ∧ Y ) (R1)

a#X ⊢ (∀a.Y ) ∧X → ∀a.(Y ∧X) (R2)

このとき，(∀a.P (a))∧ (∀b.Q(b))の冠頭標準形は，Rpnf の規則による書き換えによって以下のよう
に求められる．

∅ ⊢ (∀a.P (a)) ∧ (∀b.Q(b))→R1 ∀b.((∀a.P (a)) ∧Q(b))→R2 ∀b.∀a.(P (a) ∧Q(b))



変数束縛をもつさまざまな高階書き換えシステムが提案されているが，一般的には，第一階項書
き換えシステムと比較して，高階書き換えシステムに対する強力な書き換え理論の構築は難しい．
このため，より簡明な体系である名目書き換えシステムに対する強力な書き換え理論の構築が期待
される．
名目書き換えシステムに対して，一様な (uniform)システムにおける停止性と危険対の交差性

(joinability)に基づく合流条件，一様な直交システムにおける合流条件が知られている [5]．さらに，
効率的な照合アルゴリズムを適用可能な閉書き換え (closed rewriting)[5, 6]と，それに対する停止
性の検証手法や完備化手続き [7] が提案されている．
本論文では，書き換えシステムの重要な性質の一つである合流性について検討する．名目書き換

えシステムの合流条件としては，停止性と危険対の交差性に基づく条件 [5]が基本的である．しか
し，文献 [5]における名目書き換えシステムは，あらゆるアトムの名前変え (置換)により生成され
る同変な (equivariant)書き換え規則からなる無限集合として定義されている．そのため，この合流
条件を利用し合流性を検証するためには，無限個の危険対に対して交差性を検証する必要があり，
実効的な合流性判定手続きの実現は困難である．
さらに，合流条件が適用可能である一様な名目書き換えシステムにおいても，次の例で見られる

ように，同一の項の同じ位置に同変な規則を適用して得られる二つの項は必ずしも合流するとは限
らない．以下で，R(a b)は規則R中に出現するアトム a, bを入れ替える操作である．

例 1.2. 名目書き換え規則として R = ∅ ⊢ f X → [a]X をとり，名目項 f aを同変な二つの規則
RId = ∅ ⊢ f X → [a]X とR(a b) = ∅ ⊢ f X → [b]X でそれぞれ書き換えると，∅ ⊢ f a→RId [a]a，
∅ ⊢ f a→R(a b) [b]a が得られる．この二つの項が合流するかどうかは他の規則に依存する．

したがって，合流性を判定するためには，同変な規則の根の位置での重なりから得られる危険対に
ついてもすべて調べなければならない．
本論文では，置換を明示した形で書き換え関係を定式化し，書き換え規則の有限集合として実際

的な構成が可能な名目書き換えシステムを提案する．この定式化に基づいて危険対補題を示し，決
定可能な合流条件を与える．さらに，同変かつ根重なりの危険対が α同値となる α安定性の概念を
与える．そして，名目書き換えシステムが α安定となるための十分条件を与え，本論文で提案する
合流条件が具体例に対しても適用可能であることを示す．
本論文の構成は次のとおりである．2節では，名目項の基本的な定義と記法について説明し，有

限集合による名目書き換えシステムの定義を与える．3節では，危険対補題を与え決定可能な合流
条件を与える．4節では，α安定な書き換えシステムとなるための十分条件を与える．5節は，本論
文のまとめである．

2 名目書き換えシステム

名目書き換え [5]は，束縛変数を扱えるように通常の項書き換えを拡張した枠組みの一つである．
本節では，名目書き換えシステムを規則の有限集合として再定義し，文献 [5]とは異なる書き換え
関係を導入する．まず，名目項に関する基本的な定義と記法について説明する．

2.1 名目項

関数記号の集合を Σ = {f, g, h, . . . }，変数の可算無限集合を X = {X,Y, Z, . . . }とする．アトム
の可算無限集合をA = {a, b, c, x, y, . . . }とする．A上の互換をアトムの対で表し，置換を互換のリ
ストで表す．置換 πをリストの右から順にアトム aに適用した結果を π(a)で表す．例えば，置換
(b c)(a b)に対して，((b c)(a b))(a) = c，((b c)(a b))(b) = a，((b c)(a b))(c) = bとなる．二つの置
換の合成を ◦で表す．恒等置換を Idで表す．置換 πに対する逆置換を π−1で表す．



名目項 (あるいは単に項)は文法

t ::= a | π ·X | (t1, . . . , tn) | [a]t | f t

で与えられる．それぞれ，アトム，保留変数，タプル，抽象，関数適用とよぶ．また，Id ·XをXと略
す．f ()を単に fと書く．項 tに出現する変数の集合をV (t)(⊆ X )で表す．項 tに出現する自由アトム
の集合FA(t)は，FA(a) = {a}; FA(π ·X) = ∅; FA((t1, . . . , tn)) =

∪
i FA(ti); FA([a]t) = FA(t)\{a};

FA(f t) = FA(t)で定義される．

例 2.1. ラムダ計算におけるラムダ抽象 λa.Xを lam([a]X)，関数適用XY を app(X,Y )で表すと，
ラムダ項 (λa.λb.aX)aは，名目項の記法で app(lam([a]lam([b]app(a,X))), a)と表現することがで
きる．ここで，X は任意のラムダ項 (aや bを自由アトムとして含んでいてもよい)で置き換えられ
ることを意図したメタレベルの変数である．この項 tに出現する変数の集合は V (t) = {X}であり，
自由アトムの集合は FA(t) = {a}である．

項 tの位置集合Pos(t)は，Pos(a) = Pos(π·X) = {ε}; Pos((t1, . . . , tn)) =
∪

i{ip | p ∈ Pos(ti)}∪
{ε}; Pos([a]t) = Pos(f t) = {1p | p ∈ Pos(t)} ∪ {ε}で定義される．項 tの位置 pの部分項を t|p
で表す．項 tの保留変数の位置集合，アトムの位置集合をそれぞれ PosX (t), PosA(t)で表す．また，
PosXA(t) = PosX (t)∪PosA(t)，PosX̄ (t) = Pos(t) \PosX (t)，PosX(t) = {p | ∃π. t|p = π ·X}と
定義する．正整数列 u, vが u ⪯ vとは v = uwとなる wが存在することである．u ⪯ vでも v ⪯ u

でもないとき u||vと記す．
ホールは特別な定数記号□であり，ホールを含む項を文脈という．文脈Cにおける位置 piのホー

ルを項 tiで置き換えて得られる項を C[t1, . . . , tn]p1,...,pn あるいは略して C[t1, . . . , tn]で表す．同様
に，項 sにおける位置 piの部分項を tiで置き換えて得られる項を s[t1, . . . , tn]p1,...,pn で表す．
次に，α同値性や名目書き換えを定義するために必要となる保留あり置換，保留なし置換を定義

する．項 tに対する保留あり置換 π · tは，π · a = π(a); π · (π′ ·X) = (π ◦ π′) ·X; π · (t1, . . . , tn) =
(π · t1, . . . , π · tn); π · ([a]t) = [π · a](π · t); π · (f t) = f π · tと定義される．保留なし置換 tπ

は，aπ = π · a; (π′ · X)π = (π ◦ π′ ◦ π−1) · X; (t1, . . . , tn)
π = (tπ1 , . . . , t

π
n); ([a]t)π = [π · a](tπ);

(f t)π = f (tπ)と定義される．置換 π, π′と項 tに対して，π · (π′ · t) = (π ◦ π′) · t，(tπ)π
′
= tπ

′◦πが
成り立つ．
代入 σは変数から項への写像で，dom(σ) = {X | σ(X) ̸= X}である．dom(σ) = {X1, . . . , Xn}

かつ ∀i. σ(Xi) = tiのとき，σを [X1 := t1, . . . , Xn := tn]と記す．項 tに対する代入 σの適用を tσ

で表す．このとき，tに現れる保留変数 π ·X中のXが σ(X)に置き換わり，保留あり置換 π · (σ(X))

となることに注意する．置換 π，項 t，代入 σに対して，π · (tσ) = (π · t)σが成り立つ [5]．また，
代入に対する置換 π · σを (π · σ)(X) = π · (σ(X))で定義する．

2.2 α同値性と名目書き換えシステム

名目書き換えシステムにおける書き換え関係は，α同値性も考慮して定義される．本論文では，
文献 [5]とは異なる書き換え関係を導入する．まず，名目項の間の α同値性を表す関係を定義する．
アトム aと項 tの組 a#tを非出現制約とよぶ．直観的には，これは aが自由アトムとして tに出

現しないこと (tに現れる変数を具体化した場合も含めて)を表す．また，有限集合 ∇ ⊆ {a#X |
a ∈ A, X ∈ X}を非出現環境とよぶ．非出現環境 ∇に対して，V (∇) = {X | ∃a. a#X ∈ ∇}，
∇π = {aπ#X | a#X ∈ ∇}，∇σ = {a#Xσ | a#X ∈ ∇}と定義する．∇のもとで a#tが成り
立つことを表す∇ ⊢ a#tは図 1により定義される．∇ ⊢ a#tのときは a /∈ FA(t)となる．∇のも
とで sと tが α同値になることを表す∇ ⊢ s ≈α tは図 2で定義される．ここで，ds(π, π′)は集合
{a ∈ A | π(a) ̸= π′(a)}を表す．以下の性質が知られている．



∇ ⊢ a#[a]t

a ̸= b

∇ ⊢ a#b

∇ ⊢ a#t1 · · · ∇ ⊢ a#tn
∇ ⊢ a#(t1, . . . , tn)

π−1 · a#X ∈ ∇
∇ ⊢ a#π ·X
∇ ⊢ a#t

∇ ⊢ a#f t

∇ ⊢ a#t a ̸= b

∇ ⊢ a#[b]t

図 1. 非出現制約の定義

∇ ⊢ a ≈α a

∇ ⊢ t1 ≈α s1 · · · ∇ ⊢ tn ≈α sn
∇ ⊢ (t1, . . . , tn) ≈α (s1, . . . , sn)

∇ ⊢ t ≈α s

∇ ⊢ [a]t ≈α [a]s

∀a ∈ ds(π, π′).∇ ⊢ a#X

∇ ⊢ π ·X ≈α π′ ·X
∇ ⊢ t ≈α s
∇ ⊢ f t ≈α f s

∇ ⊢ (a b) · t ≈α s ∇ ⊢ b#t a ̸= b

∇ ⊢ [a]t ≈α [b]s

図 2. α同値性の定義

命題 2.2 ([5]).

(1) ∇ ⊢ a#t ⇐⇒ ∇ ⊢ π · a#π · t

(2) ∇ ⊢ s ≈α t ⇐⇒ ∇ ⊢ π · s ≈α π · t

(3) ∇ ⊢ a#s ∧∇ ⊢ s ≈α t =⇒ ∇ ⊢ a#t

(4) ∀a ∈ ds(π, π′).∇ ⊢ a#s ⇐⇒ ∇ ⊢ π · s ≈α π′ · s

命題 2.3 ([5]). 任意の非出現環境∇に対し，∇ ⊢ − ≈α −は合同関係となる．

この関係は，変数を含まない項に対しては通常の α同値性 (束縛アトムの名前換えを繰り返すこ
とにより到達できる関係)と一致する [8]．
次に，名目書き換え規則と名目書き換えシステムを定義する．

定義 2.4. 名目書き換え規則あるいは単に書き換え規則とは，V (∇)∪ V (r) ⊆ V (l)をみたす非出現
環境∇と項 l, rの三つ組であり，∇ ⊢ l → rと書く．以下では，∇ = ∅の場合は単に ⊢ l → rと書
く. 名目書き換えシステムあるいは単に書き換えシステムとは，書き換え規則の有限集合である．

書き換え規則 R = ∇ ⊢ l → rに対して，置換 πにより生成される同変な規則とは Rπ = ∇π ⊢
lπ → rπのことをいう．文献 [5]では，任意の置換により生成される同変な規則を含む無限集合とし
て名目書き換えシステムが定義されているが，本論文では同変な規則を含めない有限集合として定
義する．このことより，書き換え関係の定義も文献 [5]とは異なり，置換を明示した形で行われる．
以下では，⊢は集合や列の各要素に対して成り立つことを意味するように拡張されている．

定義 2.5 (名目書き換え関係). 非出現環境∆と項 s, tに対して，名目書き換え規則R = ∇ ⊢ l→ r

による書き換え関係を以下のように定義する．

∆ ⊢ s→⟨R,π,p,σ⟩ t
def⇐⇒ ∆ ⊢ ∇πσ, s = C[s′]p, ∆ ⊢ s′ ≈α lπσ, t = C[rπσ]p

ただし，V (l) ∩ (V (∆) ∪ V (s)) = ∅とする．∆, s, tに対し，∆ ⊢ s→⟨R,π,p,σ⟩ tとなるような p, σが
存在するとき∆ ⊢ s→⟨R,π⟩ tと書く．さらに，そのような πが存在するとき単に∆ ⊢ s→R tと書
く．名目書き換えシステムRに対する書き換え関係∆ ⊢ s →R tは，ある書き換え規則 R ∈ Rが
存在して∆ ⊢ s→R tとなることと定義する．



例 2.6. 例 2.1のラムダ項の名目項での表現に加え，明示的な代入X⟨a := Y ⟩を sub([a]X,Y )で表
すと，代入結果を求める書き換えシステムRσ は以下のような規則で与えられる．

Rσ =


⊢ sub([a]app(X,Y ), Z) → app(sub([a]X,Z), sub([a]Y, Z)) (σapp)

⊢ sub([a]a,X) → X (σvar)

⊢ sub([a]b,X) → b (σϵ)

b#Y ⊢ sub([a]lam([b]X), Y ) → lam([b]sub([a]X,Y )) (σlam)
一般的な記法で表すと次のようになる．

Rσ =


⊢ (XY )⟨a := Z⟩ → (X⟨a := Z⟩)(Y ⟨a := Z⟩) (σapp)

⊢ a⟨a := X⟩ → X (σvar)

⊢ b⟨a := X⟩ → b (σϵ)

b#Y ⊢ (λb.X)⟨a := Y ⟩ → λb.(X⟨a := Y ⟩) (σlam)
ラムダ項 λb.ba中の aに bを代入することを意図した (λb.ba)⟨a := b⟩は，sub([a]lam([b]app(b, a)), b)

という名目項で表現できる．この項 sは，以下のようにして規則 σlamによる書き換えが可能である．
まず，π = (b c)，p = ε，σ = [X := app(c, a), Y := b]とおく．非出現環境に関する条件について

は，{b#Y }πσ = {bπ#Y σ} = {c#b}より，∅ ⊢ {b#Y }πσが成り立つ．また，
lπσ = (sub([a]lam([b]X), Y ))πσ

= (sub([a]lam([c]X), Y ))σ

= sub([a]lam([c]app(c, a)), b)

であるから，C = □，s′ = sub([a]lam([b]app(b, a)), b)とすると，s = C[s′]かつ ∅ ⊢ s′ ≈α lπσであ
る．さらに，

C[rπσ] = (lam([b]sub([a]X,Y )))πσ

= (lam([c]sub([a]X,Y )))σ

= lam([c]sub([a]app(c, a), b))

であるから，書き換え関係の定義より，∅ ⊢ s→⟨σlam,π,p,σ⟩ lam([c]sub([a]app(c, a), b))が成り立つ．
以下同様にして，非出現環境 ∅のもとでRσによる sの正規形が次のように求まる．(右側には一

般的な記法による表現を示す．)
lam([c]sub([a]app(c, a), b)) ( λc.((ca)⟨a := b⟩) )

→⟨σapp,Id,11,[X:=c,Y :=a,Z:=b]⟩ lam([c]app(sub([a]c, b), sub([a]a, b))) ( λc.(c⟨a := b⟩)(a⟨a := b⟩) )

→⟨σϵ,(b c),111,[X:=b]⟩ lam([c]app(c, sub([a]a, b))) ( λc.c(a⟨a := b⟩) )

→⟨σvar,Id,112,[X:=b]⟩ lam([c]app(c, b)) ( λc.cb )

以下では，非出現環境∆を固定することによって得られる名目項の間の二項関係∆ ⊢ − ▷◁ − (▷◁
は→Rや≈αなど)を，∆のもとでの関係 ▷◁とよび，文脈から明らかな場合は，単に関係 ▷◁とよぶ．
関係 ▷◁が→を伴って表されている場合には，その逆関係を←を伴って表す．また，▷◁の反射推移
閉包を ▷◁∗で表し，関係の合成を ◦で表す．

注意 2.7. 文献 [5, page 946]では，名目書き換え関係 (ここでは∆ ⊢ s −−→
FG

R tと書く)が次のよう

に定義されている．書き換え規則R = ∇ ⊢ l→ rによって∆ ⊢ s −−→
FG

R tとなるのは，以下の (1)か

ら (3)が成り立つときである．

(1) V (R) ∩ (V (∆) ∪ V (s)) = ∅ (ただし，V (R) = V (∇) ∪ V (l) ∪ V (r))

(2) s = C[s′]となる文脈 C と項 s′が存在して，ある代入 σが∆ ⊢ ∇σ, ∆ ⊢ s′ ≈α lσをみたす

(3) ∆ ⊢ t ≈α C[rσ] ((2)の文脈 C と代入 σに対して)

したがって，−−→
FG

Rが本論文の→Rと異なるのは，次の二点である．まず，文献 [5]では書き換え規

則として同変な規則を含むため置換 πを明示せずに定義されること，さらに，右辺に α同値な項も
許すことである．よって，同一の非出現環境のもとで両者の関係は−−→

FG
R = →R ◦ ≈αとなる．



3 名目書き換えシステムの合流条件

本節では，書き換えシステムの重要な性質の一つである合流性について，通常の項書き換えにお
ける理論的枠組みを名目書き換えの場合に拡張することを検討する．
文献 [5]では，一様な名目書き換えシステムという書き換えシステムのクラスが提案され，停止

性と危険対の交差性に基づく合流条件が与えられている．しかし，書き換えシステムが同変な規則
を含む無限集合として定義されているため，その合流条件を用いた合流性の判定には，無限個の危
険対に対する交差性の検証が必要となり，実効的な合流性判定手続きの実現は困難である．
本論文では，規則の有限集合からなる書き換えシステムと置換を明示した書き換え関係に基づい

て，一様な書き換えシステムに対する危険対補題を証明し，決定可能な合流条件を与える．

3.1 一様な名目書き換えシステム

一様な名目書き換えシステムとは，直観的には，書き換えによって新たな自由アトムが生じない
ようなシステムのことである．ここでは，文献 [5]における一様性と等価な以下の定義を用いる．

定義 3.1 (一様性). 書き換え規則∇ ⊢ l → rが一様であるとは，任意の a ∈ Aと非出現環境∆に
対して，∆ ⊢ ∇, a#lならば∆ ⊢ a#rとなることをいう．また，名目書き換えシステムRが一様で
あるとは，すべてのR ∈ Rが一様であるときをいう．

一様な書き換え規則に対しては，次の重要な性質が成り立つ．この性質は危険対補題および合流
性の議論を行う際に必要となる．

定理 3.2. Rを一様な書き換え規則とする．このとき，∆ ⊢ s′ ≈α s→⟨R,π,p,σ⟩ tならば，あるπ′, σ′, t′

が存在して，∆ ⊢ s′ →⟨R,π′,p,σ′⟩ t
′ ≈α t が成り立つ．

この定理は，α同値な二つの名目項は一様な書き換え規則によって遷移したときに互いを模倣で
きるということを表している．対応する定理は文献 [5]でも示されているが，置換と位置を明示し
た形では述べられていない．以下では，本論文の定義に従って改めて定理の証明を与える．
まず，一様な書き換え規則Rについて文献 [5]で示されている命題について述べる．

命題 3.3 ([5]). 一様な書き換え規則Rに対して，∆ ⊢ a#sかつ∆ ⊢ s→R t ならば∆ ⊢ a#t．

文献 [5]の書き換え関係は本論文の→Rを含むので，この命題は本論文の→Rに対しても成立する．
次に，置換と代入，非出現環境，書き換え関係の間に成り立つ性質について，いくつかの補題を

示す．(証明は付録を参照)

補題 3.4. π · (tσ) = tπ(π · σ)

補題 3.5. ∆ ⊢ ∇σ =⇒ ∆ ⊢ ∇π(π · σ)

補題 3.6. ∆ ⊢ s→⟨R,π,p,σ⟩ t =⇒ ∆ ⊢ τ · s→⟨R,τ◦π,p,τ ·σ⟩ τ · t

これらの補題を用いて，定理 3.2を証明する．

定理 3.2の証明. pの長さに関する帰納法で示す．R = ∇ ⊢ l→ rとする．
p = εのときは，書き換え関係の定義より，s ≈α lπσ．仮定より推移律を用いて s′ ≈α lπσ．よっ

て，π′ = π，σ′ = σ，t′ = tとすれば成立する．
p = ip′のとき．s = f uと s = (u1, . . . , un)の場合は帰納法の仮定より成立する．
s = [a]uの場合．書き換え関係の定義から u = C[v]p′ , ∆ ⊢ v ≈α lπσ,∇πσ, t = [a]C[rπσ]p′．

一方，∆ ⊢ [a]u ≈α s′ より，s′ = [b]u′ かつ ∆ ⊢ [a]u ≈α [b]u′．a = bの場合は帰納法の仮定か



ら容易に示されるので，a ̸= bの場合を示す．このとき，∆ ⊢ (a b) · u ≈α u′, b#u．命題 2.2(2)
より ∆ ⊢ u ≈α (a b) · u′．また，書き換え関係の定義から ∆ ⊢ u →⟨R,π,p′,σ⟩ C[rπσ]p′．よって，
∆ ⊢ (a b) · u′ ≈α u→⟨R,π,p′,σ⟩ C[rπσ]p′ となり，帰納法の仮定より，ある π̂, σ̂, v′が存在して，∆ ⊢
(a b) ·u′ →⟨R,π̂,p′,σ̂⟩ v

′ ≈α C[rπσ]p′．したがって，補題 3.6より，∆ ⊢ u′ →⟨R,(a b)◦π̂,p′,(a b)·σ⟩ (a b) ·v′

となり，書き換え関係の定義から，∆ ⊢ [b]u′ →⟨R,(a b)◦π̂,p,(a b)·σ⟩ [b](a b) ·v′が成立する．また，∆ ⊢
u→⟨R,π,p′,σ⟩ C[rπσ]p′ , b#uであったから，命題 3.3より∆ ⊢ b#C[rπσ]p′．また，∆ ⊢ v′ ≈α C[rπσ]p′

より，∆ ⊢ (a b) ·v′ ≈α (a b) ·C[rπσ]p′．したがって，∆ ⊢ (a b) ·C[rπσ]p′ ≈α (a b) ·v′, b#C[rπσ]p′と
なるので，∆ ⊢ [a]C[rπσ]p′ ≈α [b](a b) · v′．以上より，∆ ⊢ [b]u′ →⟨R,(a b)◦π̂,p,(a b)·σ̂⟩ [b](a b) · v′ ≈α

[a]C[rπσ]p′．したがって，π′ = (a b) ◦ π̂，σ′ = (a b) · σ̂，t′ = [b](a b) · v′ とすれば題意が成立す
る．

3.2 危険対補題

本小節では，一様な名目書き換えシステムに対する危険対補題を証明する．危険対補題に基づく
名目書き換えシステムの合流条件については，次小節で議論する．
まず，名目項に対する単一化を定義する．等式および非出現制約からなる集合 P = {s1 ≈ t1, . . . ,

sm ≈ tm, a1#u1, . . . , an#un}が与えられたとする．このとき，Γ ⊢ s1θ ≈α t1θ, . . . , smθ ≈α tmθ,

a1#u1θ, . . . , an#unθをみたす非出現環境 Γと代入 θが存在するならば，P は単一化可能であると
いい，⟨Γ, θ⟩を P の単一化子とよぶ．名目項に対する単一化問題は決定可能であり，単一化可能
であるときには最汎単一化子が存在することが知られている [13]．P の最汎単一化子とは，P の
単一化子 ⟨Γ, θ⟩ で，任意の P の単一化子 ⟨∆, σ⟩ に対して，ある代入 δ が存在して ∆ ⊢ Γδ かつ
∀X ∈ X .∆ ⊢ Xθδ ≈α Xσとなるものである．
以下では，基本危険対とよばれる危険対を導入し，これに対する危険対補題を与える．名目書き

換えシステムは，非出現環境を制約とみなすと制約付き書き換えシステム [3]の一種とも考えるこ
とができるため，各規則の非出現環境を同時にみたす項から基本危険対を得る．

定義 3.7 (基本危険対). 書き換え規則Ri = ∇i ⊢ li → ri (i = 1, 2)を考える．このとき，一般性を
失うことなく V (R1) ∩ V (R2) = ∅と仮定できる．重なりの位置を p ∈ PosX̄ (l2)とし，l2 = L[l2|p]p
とする．ある置換 π2に対して P = ∇1 ∪ ∇π2

2 ∪ {l1 ≈ lπ2
2 |p}が単一化可能であるとし，その最凡単

一化子を ⟨Γ, σ⟩とおく．このとき，Γ ⊢ (Lπ2σ[r1σ]p, r
π2
2 σ) をR1とR2の基本危険対とよぶ．

特に，R1 = R2かつ重なりの位置 p = εによる基本危険対を自己基本危険対とよぶ．
R1とR2の基本危険対の集合をBCP(R1, R2)と表す．また，BCP(R) =

∪
Ri,Rj∈R BCP(Ri, Rj)

と定義する．BCP(R)には自己基本危険対も含まれることに注意する．

文献 [5]では，名目書き換えシステムとして保留なし置換に関して閉じた規則の無限集合を考え
ているので，任意のRπ1

1 , Rπ2
2 ∈ Rそれぞれについての危険対を定義している．一方，本論文では，

名目書き換えシステムとして書き換え規則の有限集合を考え，より制限された危険対のみを基本危
険対として与える．以下に示す危険対補題では，危険対の各要素に対する置換を考えることで，基
本危険対のみを扱うように改良されている．

補題 3.8 (危険対補題). Rを一様な名目書き換えシステムとする．このとき，∆ ⊢ s→R t1, s→R t2

ならば，以下のいづれかが成立する．

(1) 名目項 t′1, t
′
2が存在して，∆ ⊢ t1 →∗

R t′1 ≈α t′2 ←∗
R t2

(2) 基本危険対Γ ⊢ (u, v) ∈ BCP(R)とπ, θ, Cが存在して，∆ ⊢ Γπθ, t1 ≈α C[uπθ], t2 ≈α C[vπθ]．

この補題を証明するためには，いくつか準備が必要である．まず，代入に関する二つの補題を示す．

補題 3.9. 代入 σ, σ′が，∀X ∈ X .∆ ⊢ Xσ ≈α Xσ′をみたすとする．このとき，任意の名目項 tに
ついて，∆ ⊢ tσ ≈α tσ′．



証明. tの構造に関する帰納法で示す．t = aのときは，tσ = a，tσ′ = aより成立．t = π ·Xのとき
は，(π ·X)σ = π ·Xσ，(π ·X)σ′ = π ·Xσ′となる．ここで，仮定より∆ ⊢ Xσ ≈α Xσ′が成立する
ので，命題 2.2(2)から∆ ⊢ π ·Xσ ≈α π ·Xσ′．よって，∆ ⊢ (π ·X)σ ≈α (π ·X)σ′．t = (s1, . . . , sn)，
t = f s，t = [a]sのときは帰納法の仮定より成立．

補題 3.10. Rを一様な名目書き換えシステム，σ, σ′を ∀X ∈ X .∆ ⊢ Xσ →∗
R Xσ′なる代入とす

る．このとき，任意の非出現環境∇について，∆ ⊢ ∇σならば∆ ⊢ ∇σ′．

証明. 命題 3.3より，任意の a#X ∈ ∇について，∆ ⊢ a#Xσ =⇒ ∆ ⊢ a#Xσ′が成立する．よっ
て，∆ ⊢ ∇σならば∆ ⊢ ∇σ′．

次に，文脈に関する二つの補題を示す．

補題 3.11. ∆ ⊢ a#s =⇒ ∆ ⊢ a#tとする．このとき，任意の文脈C[ ]について，∆ ⊢ a#C[s] =⇒
∆ ⊢ a#C[t]．

証明. 文脈C[ ]の構造に関する帰納法で示す．C[ ] = □のときは自明．C[ ]ip = (s1, . . . , C
′[ ], . . . , sn)

のとき．∆ ⊢ a#(s1, . . . , C
′[s], . . . , sn)とすると，∆ ⊢ a#sj (j ̸= i)かつ∆ ⊢ a#C ′[s]．帰納法の仮定

より，∆ ⊢ a#C ′[t]となるので，∆ ⊢ a#(s1, . . . , C
′[t], . . . , sn)となり，題意が成立する．C[ ] = f C ′[ ]

のとき．∆ ⊢ a#f C ′[s]とすると，∆ ⊢ a#C ′[s]．帰納法の仮定より，∆ ⊢ a#C ′[t]となるので，
∆ ⊢ a#f C ′[t]となり，題意が成立する．C[ ] = [b](C ′[ ])のとき．∆ ⊢ a#[b](C ′[s]p)とすると，
a = b，または，a ̸= bかつ∆ ⊢ a#C ′[s]p．a = bのときは，∆ ⊢ a#[b](C ′[t]p)となり成立．a ̸= b

かつ∆ ⊢ a#C ′[s]pのとき，帰納法の仮定より∆ ⊢ a#C ′[t]となるので，∆ ⊢ a#[b](C ′[t]p)となり
成立．

補題 3.12. ∆ ⊢ τ · (C[u]p) ≈α Ĉ[v]pとするとき，以下をみたす置換 πが存在する．

(1) ∆ ⊢ (π ◦ τ) · u ≈α v．

(2) 名目項 u′, v′が，(i) ∀a ∈ A.∆ ⊢ a#u =⇒ ∆ ⊢ a#u′，および，(ii) ∆ ⊢ (π ◦ τ) · u′ ≈α v′，
をみたすとする．このとき，∆ ⊢ τ · (C[u′]p) ≈α Ĉ[v′]p．

証明. C[ ]の構造に関する帰納法で示す．
C[ ] = □のとき．π = Idをとれば，(1), (2)とも明らかに成立．C[]ip = (s1, . . . , C

′[]p, . . . , sn)と
C[]1p = f C ′[]pの場合は帰納法の仮定より成立する．
C[ ]1p = [a](C ′[ ]p)のとき．このとき，∆ ⊢ τ · [a](C ′[u]p) ≈α Ĉ[v]1pより，Ĉ[ ]1p = [b](Ĉ ′[ ]p)か

つ∆ ⊢ [τ · a]τ · (C ′[u]p) ≈α [b](Ĉ ′[v]p)である．τ · a = bの場合は帰納法の仮定より明らか．
τ ·a ̸= bの場合．このとき，∆ ⊢ ((τ ·a b)◦τ)·C ′[u]p ≈α Ĉ ′[v]p, b#τ ·C ′[u]p．帰納法の仮定から，あ

る置換π′が存在して，∆ ⊢ (π′◦(τ ·a b)◦τ)·u ≈α v，かつ，条件 (i)および∆ ⊢ (π′◦(τ ·a b)◦τ)·u′ ≈α v′

をみたす u′, v′について，

∆ ⊢ ((τ · a b) ◦ τ) · C ′[u′]p ≈α Ĉ ′[v′]p (3.1)

が成立する．ここで，π = π′ ◦ (τ · a b)ととると，∆ ⊢ (π ◦ τ) · u ≈α v．次に，u′, v′が条件 (i)およ
び∆ ⊢ (π ◦ τ) · u′ ≈α v′をみたすとする．このとき，(3.1)より，

∆ ⊢ (τ · a b) · (τ · C ′[u′]p) ≈α Ĉ ′[v′]p (3.2)

が成立する．一方，∆ ⊢ b#τ · C ′[u]p より∆ ⊢ τ−1 · b#C ′[u]p が成立．また，条件 (i)から，∆ ⊢
τ−1 · b#u =⇒ ∆ ⊢ τ−1 · b#u′が成立するので，補題 3.11より，∆ ⊢ τ−1 · b#C ′[u′]p，すなわち，

∆ ⊢ b#τ · (C ′[u′]p) (3.3)

が成立．よって，(3.2), (3.3)から，∆ ⊢ [τ ·a]τ ·(C ′[u′]p) ≈α [b](Ĉ ′[v′]p)となり，∆ ⊢ τ ·(C[u′]1p) ≈α

Ĉ[v′]1pが成立．以上より，題意が成立する．



以上の準備のもとで，危険対補題を証明する．

補題 3.8 (危険対補題)の証明. ∆ ⊢ s→⟨Ri,πi,pi,σi⟩ ti (i = 1, 2)とする．s1 = s|p1 , s2 = s|p2 とおく．

(1) p1||p2の場合
s = C[s1, s2]p1,p2 とする．書き換え関係の定義から，∆ ⊢ s1 ≈α lπ1

1 σ1, s2 ≈α lπ2
2 σ2．ま

た，t1 = C[rπ1
1 σ1, s2]p1,p2 , t2 = C[s1, r

π2
2 σ2]p1,p2 である．よって，∆ ⊢ C[rπ1

1 σ1, s2]p1,p2 ≈α

C[rπ1
1 σ1, l

π2
2 σ2]p1,p2 , C[s1, r

π2
2 σ2]p1,p2 ≈α C[lπ1

1 σ1, r
π2
2 σ2]p1,p2．ここで t = C[rπ1

1 σ1, r
π2
2 σ2]p1,p2

とおく．すると，∆ ⊢ s2 ≈α lπ2
2 σ2，t1 = C[rπ1

1 σ1, s2]p1,p2，t = C[rπ1
1 σ1, r

π2
2 σ2]p1,p2 から，書

き換えの定義より∆ ⊢ t1 →⟨R2,π2,p2,σ2⟩ t．同様に，∆ ⊢ t2 →⟨R1,π1,p1,σ1⟩ t が成立．よって題
意が成立する．

(2) p2 ⪯ p1の場合

(2-1) ∃o ∈ PosX (l2). p2o ⪯ p1の場合
l2|o = X，p2oq = p1とおく．まず，∆ ⊢ s2 ≈α lπ2

2 σ2より，∆ ⊢ s ≈α s[lπ2
2 σ2]p2．よって，

∆ ⊢ s →⟨R1,π1,p1,σ1⟩ t1 = s[rπ1
1 σ1]p1 から，定理 3.2より，∆ ⊢ s[lπ2

2 σ2]p2 →⟨R1,π̂1,p1,σ̂1⟩
s[lπ2

2 σ2]p2 [û]p1 ≈α t1 なる π̂1, û, σ̂1が存在する．また，u = (s[lπ2
2 σ2]p2)|p1 = σ2(X)|q と

おくと，∆ ⊢ u→⟨R1,π̂1,ε,σ̂1⟩ ûとなる．

代入 σ̂2を σ̂2(X) = σ2(X)[û]q，σ̂2(Y ) = σ2(Y ) (X ̸= Y )により与える．ここで，l2|o′ =
X なる任意の o′ ∈ PosX (l2)について，(l2σ2)|o′q = σ2(X)|q = uとなることに注意する
と，∆ ⊢ s[lπ2

2 σ2]p2 →⟨R1,π̂1,p1,σ̂1⟩ s[lπ2
2 σ2]p2 [û]p1 →∗

⟨R1,π̂1⟩ s[lπ2
2 σ̂2]p2 が得られる．また，

∆ ⊢ ∇π2
2 σ2から，補題 3.10を用いて∆ ⊢ ∇π2

2 σ̂2．よって，∆ ⊢ s[lπ2
2 σ̂2]p2 →⟨R2,π2,p2,σ̂2⟩

s[rπ2
2 σ̂2]p2が成立する．また，このとき，定理 3.2より，π′

1, π
′
2, t

′
1, t3, σ

′
2が存在して，∆ ⊢

t1 →∗
⟨R1,π′

1⟩
t′1 →⟨R2,π′

2,p2,σ
′
2⟩ t3, t

′
1 ≈α s[lπ2

2 σ̂2]p2 , t3 ≈α s[rπ2
2 σ̂2]p2 となる．

一方，r2|o′ = X なる任意の o′ ∈ PosX (r2)について，(r2σ2)|o′q = σ2(X)|q = uに注意
すると，∆ ⊢ t2 = s[rπ2

2 σ2]p2 →∗
⟨R1,π̂1⟩ s[r

π2
2 σ̂2]p2．

以上より，∆ ⊢ t1 →∗
R t3 ≈α s[rπ2

2 σ̂2]p2 ←∗
R t2となり，題意が成立する．

(2-2) ¬∃o ∈ PosX (l2). p2o ⪯ p1の場合
p2o = p1とおくと，o ∈ PosX̄ (l2)．文脈 Lを l2 = L[l2|o]oなる文脈とおく．
書き換えの定義より，∆ ⊢ s|p1 ≈α lπ1

1 σ1, s|p2 ≈α lπ2
2 σ2なので，s|p2 = s|p2 [s|p1 ]oより，

∆ ⊢ s|p2 [l
π1
1 σ1]o ≈α s|p2 [s|p1 ]o ≈α lπ2

2 σ2．よって，∆ ⊢ s|p2 [l
π1
1 σ1]o ≈α Lπ2σ2[l

π2
2 |oσ2]o．

このとき，補題 3.12より，ある π̂が存在して，

∆ ⊢ lπ1
1 σ1 ≈α π̂ · lπ2

2 |oσ2 (3.4)

∀u, v. FA(u) ⊆ FA(lπ1
1 σ1) ∧ FA(v) ⊆ FA(lπ2

2 |oσ2)
=⇒ (∆ ⊢ u ≈α π̂ · v =⇒ ∆ ⊢ s|p2 [u]o ≈α Lπ2σ2[v]o) (3.5)

が成立する．以上より，∆ ⊢ ∇π1
1 σ1,∇π2

2 σ2, l
π1
1 σ1 ≈α π̂ · (lπ2

2 |oσ2)．これを変形すると，

∆ ⊢ ∇1(π
−1
1 · σ1),∇

π−1
1 ◦π̂◦π2

2 (π−1
1 ◦ π̂ · σ2), l1(π

−1
1 · σ1) ≈α l

π−1
1 ◦π̂◦π2

2 |o(π−1
1 ◦ π̂ · σ2)

が得られる．ここで，一般性を失うことなく，V (l1) ∩ V (l2) = ∅と仮定し，π̂2 = π−1
1 ◦

π̂ ◦π2, σ = π−1
1 ·σ1, σ = π−1

1 ◦ π̂ ·σ2とおく．このとき，∆ ⊢ ∇1σ,∇π̂2
2 σ, l1σ ≈α lπ̂2

2 |oσ と
なるので，P = ∇1 ∪∇π̂2

2 ∪{l1 ≈ lπ̂2
2 |o}は単一化可能．よって，P の最汎単一化子 ⟨Γ, θ⟩

とある代入 δが存在し，

Γ ⊢ ∇1θ,∇π̂2
2 θ, l1θ ≈α lπ̂2

2 |oθ (3.6)

∆ ⊢ Γδ ∧ ∀X ∈ X .∆ ⊢ Xθδ ≈α Xσ (3.7)



が成立する．このとき，基本危険対の定義から，Γ ⊢ ⟨Lπ̂2θ[r1θ]o, r
π̂2
2 θ⟩ ∈ BCP(R1, R2)

が存在する．以下では，u = Lπ̂2θ[r1θ]o，v = rπ̂2
2 θとおく．今，性質 (3.7)から，補題 3.9

より，∆ ⊢ rπ̂2
2 θδ ≈α rπ̂2

2 σ が成立．したがって，∆ ⊢ vδ ≈α r
π−1
1 ◦π̂◦π2

2 ((π−1 ◦ π̂) · σ2)．
式を変形すると，

∆ ⊢ vπ̂
−1◦π1(π̂−1 ◦ π1 · δ) ≈α rπ2

2 σ2 (3.8)

同様に，性質 (3.7)から，補題 3.9より，∆ ⊢ Lπ̂2θδ[r1θδ]o ≈α Lπ̂2σ[r1σ]oが成立．したがっ
て，∆ ⊢ uδ ≈α Lπ̂2σ[r1σ]o．よって，命題 2.2を用いると∆ ⊢ π1·(uδ) ≈α π1·(Lπ̂2σ[r1σ]o)

が成立する．したがって，∆ ⊢ π1 · (uδ) ≈α π1 · (Lπ−1
1 ◦π̂◦π2(π−1

1 ◦ π̂ · σ2)[r1(π
−1
1 · σ1)]o)．

式を変形すると，

∆ ⊢ uπ̂
−1◦π1(π̂−1 ◦ π1 · δ) ≈α Lπ2σ2[r

π̂−1◦π1
1 (π̂−1 · σ1)]o (3.9)

が得られる．ここで，rπ1σ1 = π̂ · (rπ̂
−1◦π1

1 (π̂−1 · σ1))に注意すると，性質 (3.5)より∆ ⊢
s|p2 [r

π1
1 σ1]o ≈α Lπ2σ2[r

π̂−1◦π1
1 (π̂−1 · σ1)]o が得られる．よって，式 (3.9)より，

∆ ⊢ uπ̂
−1◦π1(π̂−1 ◦ π1 · δ) ≈α s|p2 [r

π1
1 σ1]o (3.10)

よって，π′ = π̂−1 ◦ π1，δ′ = π̂−1 ◦ π1 · δとおくと，式 (3.8)と (3.10)より，∆ ⊢ t1 ≈α

s[uπ
′
δ′]p2 かつ∆ ⊢ t2 ≈α s[vπ

′
δ′]p2 となり，題意が成立する．

(3) p2 ≻ p1の場合
p2 ⪯ p1の場合と同様に証明できる．

3.3 一様かつα安定な名目書き換えシステムの合流条件

本小節では，危険対補題に基づく名目書き換えシステムの合流条件と合流性判定手続きの決定可
能性について議論する．まず，抽象書き換えシステムの性質 [9]を名目書き換えシステムの場合に
適用した以下の定義を与える．

定義 3.13. Rを名目書き換えシステムとする．

(1) 非出現環境∆と項 s, tに対して∆ ⊢ s (→∗
R ◦ ≈α ◦ ←∗

R) tとなるとき，∆, s, tは αモジュロ
交差性 (joinable modulo α)をもつという．このとき，∆ ⊢ s ↓≈α tと書く．

(2) Rが αモジュロ局所合流性 (locally confluent modulo α)をもつとは，∆ ⊢ s (←R ◦ →R) tな
らば∆ ⊢ s ↓≈α tとなることである．

(3) Rが αモジュロ CR性 (Church-Rosser modulo α)をもつとは，∆ ⊢ s (←R ∪ →R ∪ ≈α)
∗ t

ならば∆ ⊢ s ↓≈α tとなることである．

(4) Rが αモジュロ停止性 (terminating modulo α)をもつとは，任意の非出現環境∆のもとで
→R ◦ ≈αが整礎となることである．

上で定義した αモジュロ局所合流性についての定理を危険対補題から導くことができる．

定理 3.14. Rを一様な名目書き換えシステムとする．任意の基本危険対 Γ ⊢ (u, v) ∈ BCP(R)に
対して Γ ⊢ u ↓≈α vが成り立つならば，Rは αモジュロ局所合流性をもつ．

証明. 補題 3.8より明らか．

しかし，上記の条件では，任意の基本危険対が αモジュロ交差性をもつことを示す必要があるた
め，実際的に決定可能な手続きの構成は困難である．決定可能な条件としては以下の系を考えるこ
とができる．



系 3.15. Rを一様な名目書き換えシステムとする．このとき，BCP(R) = ∅ならばRは αモジュ
ロ局所合流性をもつ．

BCP(R) = ∅であるかどうかは，同変単一化問題 [2]を用いて決定可能である．しかし，BCP(R)
には自己基本危険対も含まれており，特に，アトムが出現する名目書き換えシステムに対しては
BCP(R)は無限集合となる．このため，上の定理を適用可能な名目書き換えシステムは限られる．
ここでBCP(R)に自己基本危険対を含めるのは，例 1.2の書き換え規則から生じる自己基本危険

対の場合のように，必ずしも αモジュロ交差性をもつとは限らないためである．そこで，以下では
自己基本危険対の要素が αモジュロ交差性をもつための十分条件を与え，それ以外の基本危険対を
もたない場合に適用可能な合流条件を考える．そのために，同じ位置での書き換えの前後で α同値
性を保存する α安定性という概念を導入する．

定義 3.16 (α安定性). 名目書き換え規則 Rが α安定であるとは，∆ ⊢ s ≈α s′, s →⟨R,π,p,σ⟩ t,
s′ →⟨R,π′,p,σ′⟩ t

′ならば∆ ⊢ t ≈α t′が成り立つときをいう．また，名目書き換えシステムRが α安
定であるとは，すべてのR ∈ Rが α安定であるときをいう．

書き換え規則が α安定となるための十分条件については次節で議論する．ここでは，α安定では
ない書き換え規則の例を見る．

例 3.17 (α安定でない書き換え規則). 例 1.2の書き換え規則R = ∅ ⊢ f X → [a]Xは，∆ = ∅のも
とで α同値な二つの項 f a, f aを p = εの位置で書き換えて得られる [a]a, [b]aが α同値となってい
ないので，α安定ではない．

書き換え規則がα安定であれば，その規則を同じ位置に適用した結果はすべてα同値となるので，
名目書き換えシステムが α安定であるならば自己基本危険対について考える必要はなくなる．そこ
で，基本危険対を制限した真基本危険対を考える．

定義 3.18 (真基本危険対). 自己基本危険対でない基本危険対を真基本危険対とよぶ．名目書き換
えシステムRの真基本危険対の集合を PBCP(R)と表す．

真基本危険対に基づく以下の危険対補題は，補題 3.8から容易に導くことができる．

補題 3.19. Rを一様かつ α安定な名目書き換えシステムとする．このとき，∆ ⊢ t1 ←R s →R t2

ならば，以下のいづれかが成立する．

(1) ∆ ⊢ t1 ↓≈α t2．

(2) 真基本危険対 Γ ⊢ (u, v) ∈ PBCP(R)と π, θ, C が存在して，∆ ⊢ Γπθ, t1 ≈α C[uπθ], t2 ≈α

C[vπθ]．

定理 3.14，系 3.15と同様に以下も成り立つ．

定理 3.20. Rを一様かつ α安定な名目書き換えシステムとする．任意の真基本危険対 Γ ⊢ (u, v) ∈
PBCP(R)に対して Γ ⊢ u ↓≈α vが成り立つならば，Rは αモジュロ局所合流性をもつ．

系 3.21. Rを一様かつ α安定な名目書き換えシステムとする．このとき，PBCP(R) = ∅ならば
Rは αモジュロ局所合流性をもつ．

定理 3.22. Rを一様かつ α安定な名目書き換えシステムとする．Rが αモジュロ停止性をもち，
PBCP(R) = ∅ならば，Rは αモジュロ CR性をもつ．

証明. 文献 [9, Theorem 5]より，一様かつ α安定な名目書き換えシステムが αモジュロ停止性と α

モジュロ局所合流性をもてば，αモジュロCR性をみたすことが導かれる．よって，PBCP(R) = ∅
であれば，系 3.21より，Rは αモジュロ CR性をもつことが分かる．



名目書き換えシステムの停止性を示す方法として，名目項上の経路順序 [7]が知られている．文
献 [5]の書き換え関係−−→

FG
Rは→R ◦ ≈αと同値であるから，−−→

FG
Rに関してRの停止性が成り立つ

ならばRは αモジュロ停止性をもつ．したがって，一様かつ α安定な名目書き換えシステムに対
しては，定理 3.22による αモジュロ CR条件が計算可能である．また，Rの αモジュロ CR性か
ら−−→

FG
Rの合流性を導くことができる．次節で与える一様性と α安定性の十分条件を用いることに

より，実際的に決定可能な合流性判定手続きの構成が可能となる．

例 3.23. 例 2.6の名目書き換えシステムRσ は PBCP(Rσ) = ∅をみたす．また，名目項上の経路
順序によりRσ が αモジュロ停止性をもつことを示すことが可能である．さらに，Rσ は次節の一
様性と α安定性の十分条件をみたす (例 4.8)ので，定理 3.22より αモジュロCR性をもつことがい
える．

4 名目書き換えシステムの一様性とα安定性の十分条件

本節では，名目書き換えシステムが一様性と α安定性をもつための十分条件を与える．
例 3.17で見たように，例 1.2の書き換え規則Rが α安定とならない主な原因は，書き換えの前後

で自由アトムが自由でなくなる場合が存在することである．書き換え規則の非出現環境に適当な制
約を与えることにより，この種の現象は禁ずることができる．この考え方を一般化して，以下では
抽象骨格保存という概念を導入する．
まず，名目項の位置における抽象骨格を定義する．直観的には，これは位置 εからある部分項の

位置まで辿りながら抽象のみを残したものである．

定義 4.1 (抽象骨格). 名目項 t，位置 p ∈ Pos(t)に対して，skel(p, t)を以下のように帰納的に定義
する．

skel(ε, s) = s

skel(1q, [a]s) = [a]skel(q, s)

skel(1q, f s) = skel(q, s)

skel(iq, (s1, . . . , sn)) = skel(q, si)

skel(p, t)を項 tにおける位置 pの抽象骨格という．skel(p, t) = [an] . . . [a1]sが単純であるとは，i ̸= j

ならば ai ̸= aj となるときをいう．PosSAX(t) = {p ∈ PosX(t) | skel(p, t)が単純 }と定義する．

例 4.2. 例 1.2の名目書き換え規則R = ∅ ⊢ f X → [a]X の左辺と右辺の葉の位置での抽象骨格は，
skel(1, f X) = skel(ϵ,X) = X，skel(1, [a]X) = [a]skel(X) = [a]X となる．これらの抽象骨格は
ともに単純であり，PosSAX(f X) = {1}，PosSAX([a]X) = {1}となる．

定義 4.3. 二つの抽象骨格 skel(q, l) = [an] . . . [a1]X と skel(p, r) = [bn] . . . [b1]X が単純である
とし，as = {an, . . . , a1}, bs = {bn, . . . , b1} とする．このとき，∇ ⊢ skel(q, l) ∼= skel(p, r) は
∀a ∈ (as \ bs) ∪ (bs \ as).∇ ⊢ a#X が成り立つことと定義する．

例 4.4. 例 4.2の抽象骨格に対する∼=の例は次のようになる．

∅ ⊢ skel(1, f X) ̸∼= skel(1, [a]X)

a#X ⊢ skel(1, f X) ∼= skel(1, [a]X)

skel(1, [a]X) = [a]X に現れるが skel(1, f X) = X に現れないアトム aに対しては，下の例のよう
に a#X が非出現環境に必要となる．

以上の準備のもとで，抽象骨格保存な書き換え規則および書き換えシステムを定義する．



定義 4.5 (抽象骨格保存). 名目書き換え規則∇ ⊢ l→ rが以下の条件をみたすとき，抽象骨格保存
であるという．

(1) l, rに現れる各保留変数 π ·X に対して，π = Id

(2) FA(r) ⊆ FA(l)

(3) ∀p ∈ PosXA(r). skel(p, r)は単純

(4) ∀X ∈ V (r).∀p ∈ PosX(r).∃q ∈ PosSAX(l).∇ ⊢ skel(q, l) ∼= skel(p, r)

名目書き換えシステムRが抽象骨格保存であるとは，すべてのR ∈ Rが抽象骨格保存であるとき
をいう．

名目書き換えシステムが抽象骨格保存であることは，一様性と α安定性をもつための十分条件と
なる．すなわち，以下の定理が成り立つ．証明は省略する．

定理 4.6. 名目書き換えシステムが抽象骨格保存ならば一様かつ α安定である．

例 4.7. 例 4.2と例 4.4で示したことを用いると，書き換え規則 R = a#X ⊢ f X → [a]X は抽象
骨格保存の条件をみたすことが分かる．このRのみを書き換え規則とする名目書き換えシステムR
は抽象骨格保存であるから，定理 4.6より一様かつ α安定である．また，Rは PBCP(R) = ∅をみ
たす．さらに，→Rによる一回の書き換えで項中の f の数が減り，α同値な項中の f の数は同じで
あるから，Rは αモジュロ停止性をもつ．したがって，定理 3.22によりRは αモジュロ CR性を
もつことがいえる．

例 4.8. 例 2.6の名目書き換えシステムRσが抽象骨格保存であることを示す．ここでは，書き換え
規則 σlam = b#Y ⊢ sub([a]lam([b]X), Y ) → lam([b]sub([a]X,Y ))が抽象骨格保存の条件をみたす
ことを確かめる．条件 (1)，条件 (2)は明らかであり，左辺と右辺の葉の位置での抽象骨格は以下の
ようになる．

skel(11111, sub([a]lam([b]X), Y )) = [a][b]X

skel(12, sub([a]lam([b]X), Y )) = Y

skel(11111, lam([b]sub([a]X,Y ))) = [b][a]X

skel(1112, lam([b]sub([a]X,Y ))) = [b]Y

これらの抽象骨格はすべて単純であるから，抽象骨格保存の条件 (3)はみたされる．さらに以下が
成り立つので，条件 (4)もみたされる．

b#Y ⊢ skel(11111, sub([a]lam([b]X), Y )) ∼= skel(11111, lam([b]sub([a]X,Y )))

b#Y ⊢ skel(12, sub([a]lam([b]X), Y )) ∼= skel(1112, lam([b]sub([a]X,Y )))

Rσ の他の規則に対しても同様に抽象骨格保存であることが確かめられる．よって，定理 4.6より
Rσ は一様かつ α安定である．

5 まとめ

明示的置換をもつ書き換え関係の形式化を導入し，書き換え規則の有限集合として実際的な構成
が可能な名目書き換えシステムを提案した．この精密な形式化に基づき危険対補題を与え，決定可
能な合流条件を与えた．さらに，同変かつ根重なりの危険対が α同値となる α安定性の概念を与え
た．この α安定な書き換えシステムとなるための十分条件として抽象骨格保存な名目書き換えシス
テムを与え，本論文で提案する合流条件が具体例に対しても適用可能であることを示した．
提案した真基本危険対の概念を利用し，より適用範囲の広い直交システムを提案してその合流性

を示すことや，真基本危険対の交差性判定条件の検討により，停止性をもつ名目書き換えシステム
の合流性の決定可能性を示すことは今後の課題である．
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付録 補題の証明

補題 3.4. π · (tσ) = tπ(π · σ)

証明. tの構造に関する帰納法で示す．t = aのとき．π · (aσ) = π ·a = aπ(π ·σ) より成立．t = τ ·X
のとき．π · ((τ ·X)σ) = (π ◦τ) ·Xσ = (π ◦τ ◦π−1 ◦π) ·Xσ = (π ◦τ ◦π−1) ·X(π ·σ) = (τ ·X)π(π ·σ)
より成立．t = f sのとき．帰納法の仮定を用いて，π · ((f s)σ) = f (π · sσ) = f (sπ(π · σ)) =

(f sπ)(π · σ) = (f s)π(π · σ)．t = (t1, . . . , tn)のとき．帰納法の仮定を用いて，π · ((t1, . . . , tn)σ) =
(π · t1σ, . . . , π · tnσ) = (tπ1 (π · σ), . . . , tπn(π · σ)) = (tπ1 , . . . , t

π
n)(π · σ) = (t1, . . . , tn)

π(π · σ)．t = [a]s

のとき．帰納法の仮定を用いて，π · (([a]s)σ) = [π · a]π · sσ = [π · a]sπ(π · σ) = ([a]s)π(π · σ)．以上
より成立．

補題 3.5. ∆ ⊢ ∇σ =⇒ ∆ ⊢ ∇π(π · σ)



証明. ∇π = {π · a#X | a#X ∈ ∇}，および，∆ ⊢ a#Xσ ⇐⇒ ∆ ⊢ π · a#(π ·Xσ) ⇐⇒ ∆ ⊢
π · a#X(π · σ) より成立．

補題 3.6. ∆ ⊢ s→⟨R,π,p,σ⟩ t =⇒ ∆ ⊢ τ · s→⟨R,τ◦π,p,τ ·σ⟩ τ · t

証明. R = ∇ ⊢ l → r，s = C[s′]p とする．このとき，∆ ⊢ ∇πσ, s′ ≈α lπσ かつ t = C[rπσ]．
∆ ⊢ s′ ≈α lπσと命題 2.2(2)より∆ ⊢ τ · s′ ≈α τ · lπσ．このとき，補題 3.4より τ · lπσ = lτ◦π(τ · σ)
であるから，∆ ⊢ τ · s′ ≈α lτ◦π(τ · σ)．また，∆ ⊢ ∇πσ から，補題 3.5より ∆ ⊢ ∇τ◦π(τ · σ)が
成立する．よって，∆ ⊢ ∇τ◦π(τ · σ), τ · s′ ≈α lτ◦π(τ · σ)より，∆ ⊢ (τ · C)[τ · s′]p →⟨R,τ◦π,p,τ ·σ⟩
(τ ·C)[rτ◦π(τ · σ)]p．ここで，補題 3.4より，τ · t = (τ ·C)[rτ◦π(τ · σ)]．また，τ · s = (τ ·C)[τ · s′]p
であるから∆ ⊢ τ · s→⟨R,τ◦π,p,τ ·σ⟩ τ · t．以上より，題意が成立．


