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概 要 項書き換えシステムの到達可能性判定問題は一般には決定不能である．しかし，
いくつかの部分クラスについては決定可能であり，その判定手続きも提案されている．と
くに，基底項書き換えシステムに対しては，単純な閉包操作に基づく効率的な判定手続
きが存在する．一方，より広いクラスである右基底項書き換えシステムでは，到達可能
性判定問題は決定可能であるにもかかわらず，単純な閉包操作に基づく判定手続きはこ
れまで報告されていない．本論文では，基底項書き換えシステムに対する従来の閉包操
作を拡張することにより，右基底項書き換えシステムに対する単純な閉包操作に基づく
到達可能性の判定手続きを提案する．さらにその正当性を証明し，計算量の評価を行う．

1 はじめに

項書き換えシステムRの到達可能性は，与えられた項 sと tに対して，項 sから項 tへRをもち
いた書き換えで到達できるかという問題である．項書き換えシステムの到達可能性は，項書き換え
システムの基本的な性質の 1つであり，合流性の判定手続きなどでも重要な役割を果たす．このた
め，到達可能となる条件や判定手続きなどが研究されている [2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 14]．
項書き換えシステムの到達可能性は，一般的には決定不能であることが知られている [14]．一方

で，右基底項書き換えシステム [10] や有限経路重複項書き換えシステム [12]，ボトムアップ項書き
換えシステム [3]などにおいては，決定可能となることが知られている．項書き換えシステムの到
達可能性の判定手続きとして，大きく 2通りの手法が知られている．1つは，木オートマトンの完
備化操作に基づく手法 [6, 8, 12]である．もう 1つは，項書き換えシステムの閉包操作に基づく手
法 [2, 11, 4, 5] である．前者は広い適用範囲をもつが，線形性をみたさない場合は実際的な判定手
続きを実現することは困難である．一方，後者の適用範囲は限られてはいるが，効率のよい実際的
な判定手続きが知られている．
基底項書き換えシステムに対する閉包操作に基づく到達可能性判定手続き [2]は非常に簡明であ

る．一方，右基底項書き換えシステムに対する閉包操作に基づく判定手続き [4, 5]は制約付き項書
き換えシステムをもちいており，効率的な実装には適していない．そこで，本論文では，基底項書
き換えシステムに対する閉包操作を拡張することにより，従来より簡明な右基底項書き換えシステ
ムに対しての閉包操作に基づく到達可能性の判定手続きを提案する．さらに判定手続きの計算量の
評価を行い，従来の結果と比較する．
本論文の構成は次のとおりである．第 2節では，本論文でもちいる定義や記法について説明する．

第 3節では，閉包操作に基づく到達可能性判定手続きについて説明する．第 4節では，第 3節で説
明した判定手続きの正当性を証明し，計算量の評価を行う．第 5節では，実装および実験結果につ
いて説明する．第 6節で，本論文の結果と今後の課題についてまとめる．

2 準備

ここでは，本論文でもちいる定義および記法を文献 [1, 7]に基づいて紹介する．
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関数記号の集合を F，変数記号の集合を V とし，F と V から得られる項の集合を T (F ,V)と表
す．項 tに現れる変数全体の集合を V(t)と表し，V(t) = ∅となる tを基底項とよぶ．基底項の集合
を T (F)と記す．関数記号 f ∈ F の引数の個数を arity(f)で表す．特に arity(f) = 0のとき f を
定数とよぶ．項 tにおいてどの変数も高々1回しか現れないとき，項 tは線形であるという．非線形
項 tにおいて VNL(t)は tに２回以上現れる変数の集合とし，tLは非線形変数を異なる新しい変数に
それぞれ置き換えて線形化した項を表す．例えば f(x, x, y)L = f(z, z′, y)となる．項 tの部分項の
位置は自然数の有限列で表し，tに現れる xの位置の集合を Posx(t)と，その個数を |Posx(t)|と表
す．空列を λと記し，項の根位置を表す．項 tの位置 pにおける部分項を t|pと表し，項 tの位置 p

にある部分項を sに置き換えて得られる項を t[s]pと表す．項 tの部分項の位置の最大の長さを tの
高さとし，h(t)と表す．項 tのサイズ |t|は (1)tが定数または変数のとき 1，(2)t = f(t1, . . . , tn)の
とき 1+

∑n
i=1 |ti| とする．代入とは変数集合 Vから項の集合 T (F ,V)への写像であり，代入 θが x

を tへと置き換えるものである場合 θ = {x 7→ t}と表す．代入 θによる項 tへの代入は θ(t)，また
は tθと表す．ホールは特別な定数記号2であり，ホールを部分項として含む項を文脈という．文脈
C において，ホールを項 tで置き換えて得られる項を C[t] と表す．
項の対 (l, r)が l /∈ V かつ V(l) ⊇ V(r) をみたすとき，その対を書き換え規則といい，l → rと記

す．項書き換えシステムRは書き換え規則の有限集合である．任意の書き換え規則 l → r ∈ Rにお
いて，lと rが基底項 (rが基底項)のとき，Rを基底 (右基底)とよぶ．ある書き換え規則 l → r ∈ R，
代入 θが存在して項 tの部分項 t|p = lθであるとき，項 tは項 s = t[rθ]pへと書き換えることができ
る．この書き換え関係を t −→

R
sと表し，Rが明らかなとき，−→

R
を→と略記する．→の根位置での

書き換えを→λ，それより深い位置での書き換えを→>λと表す．→の推移閉包，反射推移閉包を
それぞれ→+,→∗で表す．t →∗ sのとき，sは tから到達可能であるという．項 t1, t2, . . . , tnについ
て，t1 −→

R
∗ u ∧ t2 −→

R
∗ u ∧ · · · ∧ tn −→

R
∗ u となる書き換え列と項 uが存在するとき，項 t1, t2, . . . , tn

は交差するといい {t1, t2, . . . , tn} ↓Rと表す．以下ではRが明らかなとき，↓Rは ↓と略記する．
関係 s →∗ tをみたす書き換え系列 δ : s = s0 → s1 → · · · → sn = t を δ : s →∗ tと記し，この書

き換え系列のサイズを |δ : s →∗ t| = nと定める．同様に {s1, . . . , sn} ↓をみたす次のような書き換
え系列 ηを考える．η : s1 = s1,0 → s1,1 → · · · → s1,m1 = u, s2 = s2,0 → s2,1 → · · · → s2,m2 = u,

. . . , sn = sn,0 → sn,1 → · · · → sn,mn = u このとき，η : {s1, . . . , sn} ↓ と記し，この書き換え系列
のサイズを |η : {s1, . . . , sn} ↓ | =

∑n
i=1mi と定める．以下では，書き換え系列 δ，ηをとくに明示

する必要がない場合には，|δ : s →∗ t|，|η : {s1, . . . , sn} ↓ |をそれぞれ |s →∗ t|，|{s1, . . . , sn} ↓ |と
略記する．

3 閉包操作に基づく到達可能性判定手続き

本節では，右基底項書き換えシステム R のもとで基底項 t から基底項 s へ到達可能かを判定
する手続きを示す．手続きの正当性は次節で証明する．手続きの概要は以下のようになる．まず，
R̂ = R∪ {t → t, s → s} から，右辺の基底項をすべて対応する定数に置き換えたような項書き換え
システムR0 を構成することで t −→

R
∗ sの判定問題を tと sに対応する定数 ct，csに対する到達可

能性判定問題 ct −−→
R0

∗ cs に帰着する (3.1節)．さらに，このR0に対して閉包操作を行うことでR∞

を構成し，到達可能性判定問題 ct −−→
R0

∗ cs を ct → cs ∈ R∞か否かという問題に帰着する (3.2節)．

最後に ct → cs ∈ R∞を判定することにより，t −→
R

∗ s を判定する．

3.1 基底項の定数化

以下ではまず，右基底項書き換えシステムRの到達可能性を保存しつつ，以下の性質 (1)，(2)を
みたす右基底項書き換えシステムR0 へ変換する手続きを文献 [2] をもとに与える．
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(1) 左辺が定数でなければ右辺は定数．

(2) 左辺が定数ならば右辺は高さ 1以下．

uを基底項，cを定数とするとき，Φc
u(s) を項 sに表れるすべての基底部分項 uを cに置き換えた項

を表す．また，書き換え規則 l → rや項書き換えシステムR に対する Φc
uを以下で定義する．

Φc
u(l → r) = Φc

u(l) → Φc
u(r)

Φc
u(R) = {Φc

u(l → r) | l → r ∈ R}
この変換 Φc

uをもちいて，R0の構成手続きを与える．

手続き 1 (R0構成手続き)

• 入力: 右基底項書き換えシステムR，
• 出力: R0

1. i := 0, S0 := Rとおく．
2. もし，(h(l) > 0 ∧ h(r) > 0) ∨ (h(r) > 1) をみたす l → r ∈ Siが存在するならば，rの高さ 1

の基底部分項 uをひとつ選び Si+1 = Φc
u(Si)∪ {c → u, u → c} とおく．ただし，cは新しい定

数とする．そのような l → r ∈ Siと uが存在しなければ，R0 := Si を出力して終了．

3. i := i+ 1 として，2に戻る．

例 1 以下の項書き換えシステムRに対してR0を構成する．

R =


g(b) → g(a)

b → g(g(g(b)))

f(x, x) → f(g(c), g(c))

g(a)を cg(a)へ置き換え，書き換え規則を追加した S1は以下のようになる．

S1 =



g(b) → cg(a)
b → g(g(g(b)))

f(x, x) → f(g(c), g(c))

cg(a) → g(a)

g(a) → cg(a)

同様に手続きを行なっていくと，S5は以下のようになる．

S5 =



cg(b) → cg(a)
b → g(cg(cg(b)))

f(x, x) → cf(cg(c),cg(c))

cg(a) → g(a)

g(a) → cg(a)
cg(b) → g(b)

g(b) → cg(b)
cg(c) → g(c)

g(c) → cg(c)
cg(cg(b)) → g(cg(b))

g(cg(b)) → cg(cg(b))

cf(cg(c),cg(c)) → f(cg(c), cg(c))

f(cg(c), cg(c)) → cf(cg(c),cg(c))

これ以上変換は行えないのでR0 = S5．
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到達可能性判定手続きを与えるのに必要なR0の性質を示す．

補題 1 R0は有限集合かつ実効的な手続きで構成可能．

証明 S0, S1, . . .の無限列が存在しないことを示せば十分．

ki =
∑

{|l|+ |r| | l → r ∈ Si, (h(l) > 0 ∧ h(r) > 0) ∨ (h(r) > 1))}
とおく．手続き 1で追加される規則 c → f(c1, . . . , cn), f(c1, . . . , cn) → cは条件 (h(l) > 0 ∧ h(r) >

0) ∨ (h(r) > 1)をみたさない．また，手続き 1で，Siには，f(c1, . . . , cn)を部分項として含む書き
換え規則が含まれていることから，Φc

f(c1,...,cn)
により，最低 1つの f(c1, . . . , cn)は cに置き換えら

れる．よって，ki > ki+1が成立する．以上より，k0 > k1 > · · · となるが，kiは自然数なのでこれ
は無限に続くことはない．また，Rの有限性より S0は有限であることと，|Si+1| ≤ |Si|+ 2である
ことから，任意の i ≥ 0について，Siは有限．よって，ある iについてR0 = Siであることから，
R0は有限．したがってR0は有限集合かつ実効的な手続きで構成可能． 2

補題 2 基底項 sについて s → s ∈ R とするとき，cs −−→
R0

∗ s，s −−→
R0

∗ cs なる定数 cs が存在する．

証明 s → s ∈ Si (sは基底項, i ≥ 0)とするとき，cs −−→
R0

∗ s，s −−→
R0

∗ csとなる定数 csが存在する

ことを，sのサイズに関する帰納法で示す．
(B.S.) |s| = 1のときは cs := sととればよいので自明．
(I.S.) |s| > 1のとき．
このとき，h(s) > 0かつ sには高さ 1の基底部分項が存在する．よって，Si, Si+1, . . . ,R0のなかで必
ず sの基底部分項の置き換えが起こる．sの基底部分項の置き換えが起こる最初のステップを j (≥ i)

とする．すると，sの基底部分項 f(c1, . . . , cn)と新しい定数 cについて，Sj+1 = Φc
f(c1,...,cn)

(Sj)と
なる．このとき，t = Φc

f(c1,...,cn)
(s)とすると，t → t ∈ Sj+1かつ |t| < |s|．また，f(c1, . . . , cn) →

c, c → f(c1, . . . , cn) ∈ R0 となるので，t −−→
R0

∗ s，s −−→
R0

∗ tが成立する．また，帰納法の仮定より，

ct −−→
R0

∗ t，t −−→
R0

∗ ctとなる定数 ctが存在する．以上より，ct −−→
R0

∗ t −−→
R0

∗ s，s −−→
R0

∗ t −−→
R0

∗ ct．よっ

て題意が成り立つ． 2

3.2 閉包操作と到達可能性判定

以下では，まずR0からR∞を構成するための閉包操作を与え，その後，到達可能性の判定手続きを
与える．最初に以下で使用する記法を約束する．F，F0をそれぞれR0の関数記号の集合，R0の定数
の集合とする．R0の左辺に現れる非線形変数の繰り返し現れる回数の最大値をw = max{|Posx(l)| |
x ∈ VNL(l), l → r ∈ R0} とする．非線形変数が存在しないとき，w = 0とする．高さ 1以下の基
底項の集合を T ≤1 = {t ∈ T (F) | h(t) ≤ 1} とする．以下で使用する項の組 ⟨t1, . . . , tn⟩ は n = w

となるもののみを考える．また，T = {t1, . . . , tn}, n ≤ wのとき ⟨t1, . . . , tn, tn+1, . . . , tw⟩ (ただし，
tn = tn+1 = · · · = tw) なる組を ⟨T ⟩ と表す．また，J0 = {⟨s, . . . , s⟩ | s ∈ T ≤1} と定める．

例 2 w = 2であり F = {a, b, g, f}で {a, b} = F0，arity(g) = 1，arity(f) = 2のとき，J0は以下
のようになる．

J0 =



⟨a, a⟩
⟨b, b⟩

⟨g(a), g(a)⟩
⟨g(b), g(b)⟩

⟨f(a, a), f(a, a)⟩
⟨f(a, b), f(a, b)⟩
⟨f(b, a), f(b, a)⟩
⟨f(b, b), f(b, b)⟩
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次に，閉包操作のアイデアを簡単に説明する．以下では a, b, c, . . .を定数とする．LHS(R0) = {t |
t → s ∈ R0} とし，l ∈ LHS(R0)\F0とする．このとき，R0の書き換え規則は，以下のような定数
から定数への書き換え，定数から高さ 1の項への書き換え，Rの左辺から定数への書き換えという
形の 3つのタイプに分けることができる．

a → b · · · (I)

a → f(b1, . . . , bn) · · · (II)

l → b · · · (III)

Rが基底項書き換えシステムのときは上記の (III)の lが高さ 1となるR0 を構成したとき，以下
のような閉包操作をもちいることで到達可能性を判定する項書き換えシステムが得られる [2]．

Ri+1 = Ri

∪ {a → c | a −→
i
b −→

i
c}

∪ {a → f(b1, . . . , bn) | a −→
i
b −→

i
f(b1, . . . , bn)}

∪ {f(b1, . . . , bn) → c | f(b1, . . . , bn) −→
i
b −→

i
c}

∪ {a → f(b1, . . . , c, . . . , bn) | a −→
i
f(b1, . . . , b, . . . , bn), b −→

i
c}

∪ {a → b | a −→
i
f(b1, . . . , bn), f(b1, . . . , bn) −→

i
b}

一方で右基底項書き換えシステムの場合は左辺に変数が現れる．そして，a →∗ lθ, lθ → bから a → b

を追加するという閉包操作が必要となるが，一般にはこのような lθをすべて考えるのは困難である．
上記の閉包操作を右基底項書き換えシステムへと拡張するためのアイデアは主に以下の 3点である．

(1) a →∗ lθの書き換えはタイプ (II)の書き換え規則に帰着する．

(2) a →∗ lθの代入 θは変数から定数への写像に帰着する．

(3) Riで交差する高さ 1以下の項の組の集合である Jiを同時に構成する．

以下にR0と J0からRi, Ji(i ≥ 0)を構成する手続きを与える．構成手続きでは，R0と J0から J1

を構成し，R0, J1からR1を構成し，. . .というようにRiと Jiを交互に構成していく．また，この
ときRi+1はRiにタイプ (I)，(II)，(III)の形の書き換え規則を追加することにより構成され，Ji+1

は Jiに Sの w個の要素の組を追加することにより構成される．
以下ではRiの部分集合でタイプ (II) の規則の全体からなる集合をR<

i と表す．さらに，s −−→
Ri

t，

s −−→
R<

i

t，{t1, t2, . . . , tn} ↓R<
i
，⟨s1, . . . , sw⟩ ∈ Ji をそれぞれ s −→

i
t，s

<−→
i

t，{t1, t2, . . . , tn} ↓<i ，

⟨s1, . . . , sw⟩iと表す．また，代入 σは変数から定数への写像とする．

定義 1 Ri, Jiから Ji+1を構成するステップ 1とRi, Ji+1からRi+1を構成するステップ 2 を以下
のように定義する (i ≥ 0)．

ステップ 1 Ji,Riから Ji+1を以下のように定義する．

Ji+1 = Ji

∪ {⟨. . . , a, . . .⟩ | a <−→
i

f(b1, . . . , bn), ⟨. . . , f(b1, . . . , bn), . . .⟩i} (1)

∪ {⟨f(a11, . . . , an1), . . . , f(a1w, . . . , anw)⟩ | ⟨a11, . . . , a1w⟩i, . . . , ⟨an1, . . . , anw⟩i,
arity(f) = n} (2)

5



ステップ 2 Ji+1,RiからRi+1を以下のように定義する．
Ri+1 = Ri

∪ {a → c | a −→
i
b −→

i
c} (3)

∪ {a → f(b1, . . . , bn) | a −→
i
b −→

i
f(b1, . . . , bn)} (4)

∪ {l → c | l −→
i
b −→

i
c} (5)

∪ {a → f(b1, . . . , c, . . . , bn) | a −→
i
f(b1, . . . , b, . . . , bn), b −→

i
c} (6)

∪ {a → b | a <−→
i

∗lLσ, l −→
i
b, ⟨{σ(lL|p) | l|p = x1}⟩i+1, . . . , ⟨{σ(lL|p) | l|p = xk}⟩i+1,

VNL(l) = {x1, . . . , xk}} (7)

ここで (7)は，lLσにおいて lの共通の非線形変数の位置の定数がすべて Jiに含まれている場合，
a → bをRi+1に追加することを示している．例えば a

<−→
i

∗f(c, d)，f(x, x) −→
i

b，⟨c, d⟩i+1のとき，

a → bをRi+1に追加する．

補題 3 任意の iにおいてRiの推論規則は (I)，(II)，(III)の 3種類のいずれかである．

証明 手続き 1より，R0の推論規則は (I)，(II)，(III) の 3種類のいずれかであり，また定義 1の
ステップ 2よりRiからRi+1に追加される推論規則は (I)，(II)，(III)の 3種類である．よって，題
意は成り立つ． 2

補題 4 aと lとRiから {σ : V → F0 | a
<−→
i

∗lLσ} は構成可能．

証明 a
<−→
i

∗lLσにおいて高さが大きくなる書き換えのみをもちいており，σが変数から定数への代

入であるため，lより高さの大きくなる書き換え列は考える必要がない．したがって有限の書き換
え列だけでとり得る lLσはすべて求めることができるので題意は成り立つ． 2

以下では，R∞, J∞をそれぞれR∞ =
∪

i≥0Ri, J∞ =
∪

i≥0 Jiと定義し，a → b ∈ R∞, {t1, . . . , tn} ↓R∞

, ⟨s1, . . . , sw⟩ ∈ J∞をそれぞれ a −→
∞

b, {t1, . . . , tn} ↓∞, ⟨s1, . . . , sw⟩∞ と表す．

例 3 以下の右基底項書き換えシステムRを考える．

R =


f(x, x) → d

e → f(a, b)

a → g(a)

b → g(g(a))

手続き 1と，J0の定義にしたがってR0, J0を作ると以下のようになる．

R0 =



f(x, x) → d

e → f(a, b)

a → g(a)

b → g(cg)

cg → g(a)

g(a) → cg

J0 =



⟨a, a⟩
⟨b, b⟩
...

(中略)
...

⟨f(cg, cg), f(cg, cg)⟩
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ここでは cg(a)を省略して cg と表している．定義 1にしたがって J1を構成すると以下が得られる．

J1 = J0 ∪



⟨e, f(a, b)⟩
⟨f(a, b), e⟩

...

(中略)
...

⟨cg, g(a)⟩
またこれをもちいてR1を構成すると以下が得られる．

R1 = R0 ∪
{

a → cg

となる．さらにここから J2，R2，J3を構成すると以下が得られる．

J2 = J1 ∪

{
⟨a, cg⟩
⟨cg, a⟩

R2 = R1 ∪


a → g(cg)

e → f(cg, b)

cg → g(cg)

J3 = J2 ∪



⟨a, b⟩
⟨b, a⟩
...

(中略)
...

⟨f(a, a), f(cg, cg)⟩

e
<−→ f(a, b), f(x, x) → d, ⟨a, b⟩3より，R3は以下のようになる．

R3 = R2 ∪
{

e → d

さらにステップを繰り返していくと J6,R6は以下のようになる．

J6 = J5 ∪



⟨e, f(cg, a)⟩
⟨f(cg, a), e⟩

...

(中略)
...

⟨f(cg, b), e⟩

R6 = R3

J6,R3にはこれ以上新しい要素は追加されないので J∞ = J6，R∞ = R3 となる． 2

補題 5 任意の自然数 iについて，Ri, Jiは有限集合かつ実効的な手続きで構成可能．また，R∞, J∞

は有限集合かつ実効的な手続きで構成可能．

証明 任意の iにおいてRi ⊆ (LHS(R0)×F0) ∪ (F0 × T ≤1)，Ji ⊆ (T ≤1)w．よって (LHS(R0)×
F0)∪(F0×T ≤1) および (T ≤1)wが有限なのでRi, Jiは有限集合．したがって，ステップ 1，2は有限
個の要素を追加しているだけである．このことから，ステップ 1とステップ 2の (3), (4), (5), (6) の要
素については構成可能．また，補題 4より，a <−→∗lLσとなる σがすべて構成可能なのでステップ 2の
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(7)の要素についても構成可能．このことから任意の自然数 iについて，Ri, Jiは有限集合かつ実効
的な手続きで構成可能．また，任意の iにおいてRi ⊆ (LHS(R0)×F0)∪ (F0×T ≤1)，Ji ⊆ (T ≤1)w

なのでステップ 1，2で追加される要素には上限があり，Rj = Rj+1 = · · ·，Jk = Jk+1 = · · · とな
るRj，Jkが存在する．このときRj = R∞，Jk = J∞である．任意の自然数 iについて，Ri, Ji は
有限集合かつ実効的な手続きで構成可能であることから，Rj , Jk は有限集合かつ実効的な手続きで
構成可能．よってR∞, J∞は有限集合かつ実効的な手続きで構成可能． 2

最後に，定数化および閉包操作をもちいて，右基底項書き換えシステムの到達可能性判定手続き
を以下のように与える．

手続き 2 (右基底項書き換えシステムの到達可能性判定手続き) 基底項 t, sと右基底項書き換えシ
ステムRのもとで t −→

R
∗ sかを判定する．

• 入力: 項書き換えシステムR，基底項 t, s

• 出力: 判定結果 (TRUEまたは FALSE)

1. R̂ = R∪ {t → t, s → s} を構成する．

2. R̂から手続き 1，J0の定義に基づきR0, J0を構成する．このとき，定数 ct，csを補題 2より
得られる t −→

0

∗ ct ∧ ct −→
0

∗ t, s −→
0

∗ cs ∧ cs −→
0

∗ s となる定数とおく．

3. 定義 1で与えた手続きに基づきR∞, J∞を構成する．

4. ct → cs ∈ R∞なら TRUE，そうでないならば FALSEを出力する．

定理 1 右基底項書き換えシステムの到達可能性判定手続きは実効的かつ停止する．

証明 手続きの 1. については停止性は明らか．2.については補題 1よりR0は実効的に構成可能な
ためR0の構成手続きは停止する．また T ≤1は有限であるため J0の構成手続きも停止する．3.に
ついては補題 5よりR∞, J∞は実効的に構成可能なので構成手続きは停止する．4.については補題
5よりR∞は有限集合なので ct → cs ∈ R∞ かどうかの判定判定手続きは停止する．よって右基底
項書き換えシステムの到達可能性判定手続きは停止する．なお，この手続きが実効的であることは
補題 1，5等より明らか． 2

4 閉包操作に基づく到達可能性判定手続きの正当性

この節では閉包操作に基づく到達可能性判定手続きの正当性の証明を行う．まず Rと R0 の関
係について考察し，t → t, s → s ∈ R なる基底項 t, s について，ct, cs を補題 2 より得られる
ct −→

0

∗ t, t −→
0

∗ ct, cs −→
0

∗ s, s −→
0

∗ cs となる定数とすると，t −→
R

∗ s ⇐⇒ ct −→
0

∗ cs が成立することを

示す．次にR∞と J∞の性質を示し，それをもちいてRiとR0の関係について考察する．最後にこ
れらから t −→

R
∗ s ⇐⇒ ct −→

0

∗ cs ⇐⇒ ct → cs ∈ R∞ を示し，手続きの正当性を証明する．

4.1 定数化された項書き換えシステムの性質

以下では Rと R0 の関係について考察する．まず，定数化変換 Φc
u の性質を示し，次に逆変換

(Φc
u)

−1の性質を示す．最後に，定数化変換で導入された定数を含まない項上で−→
R

∗と−−→
R0

∗ が等価

となることを示す．
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補題 6 U = {c → u, u → c}とする．このとき，Φc
u(s) −→

U

∗ s かつ s −→
U

∗ Φc
u(s)．

証明 Φc
uの定義から明らか． 2

補題 7 Sを項書き換えシステム，U = {c → u, u → c}とする．S′ = Φc
u(S)とするとき，s −→

S
tな

らば s −−−→
S′∪U

∗ t が成立する．

証明 l → r ∈ Sならば l −−−→
S′∪U

∗ r となることを示し，それをもちいて題意を示す．

l → r ∈ Sと仮定すると，定義より，Φc
u(l) → Φc

u(r) ∈ S′．補題 6より，l −→
U

∗ Φc
u(l)，Φ

c
u(r) −→

U

∗ r

なので，l −→
U

∗ Φc
u(l) −→

S′
Φc
u(r) −→

U

∗ r．よって，l −−−→
S′∪U

∗ r．次に，s −→
S

tとする．このとき，ある

文脈C，代入 θ，l → r ∈ Sについて，s = C[lθ] −→
S

C[rθ] = t．l → r ∈ Sならば l −−−→
S′∪U

∗ rが成立

するため s = C[lθ] −−−→
S′∪U

∗ C[rθ] = t． 2

次に，Φc
uの逆変換 (Φc

u)
−1 を定義し，その性質を示す．uを基底項，cを定数とするとき，(Φc

u)
−1(s)

を項 sに現れるすべての定数 cを uに置き換えた項を表す．また，文脈Cや代入 θに対する (Φc
u)

−1

を以下のように定義する．

(Φc
u)

−1(C) = (Φc
u)

−1(C[2])

(Φc
u)

−1(θ) = {x 7→ (Φc
u)

−1(t) | x 7→ t ∈ θ}

補題 8 C，θをそれぞれ任意の文脈，代入としたとき，以下が成立する．
(1) (Φc

u)
−1(C[sθ]) = (Φc

u)
−1(C)[(Φc

u)
−1(s)(Φc

u)
−1(θ)]．

(2) cを sに出現しない定数とするとき，(Φc
u)

−1(Φc
u(s)) = s．

(3) cを sに出現しない定数とするとき，(Φc
u)

−1(s) = s．

証明 (1) (Φc
u)

−1の定義から明らか．
(2) 仮定および (Φc

u)
−1の定義から明らか．

(3) (Φc
u)

−1の定義から明らか． 2

補題 9 Sを項書き換えシステム，cを基底項 uおよび任意の Sの書き換え規則に出現しない定数と
する．また，U = {c → u, u → c}，S′ = Φc

u(S)とおく．このとき，以下が成立する．
(1) l′ → r′ ∈ U ならば (Φc

u)
−1(l′) = (Φc

u)
−1(r′)．

(2) l′ → r′ ∈ S′ならば (Φc
u)

−1(l′) → (Φc
u)

−1(r′) ∈ S．
(3) s −−−→

S′∪U
tならば (Φc

u)
−1(s) −→

S

∗ (Φc
u)

−1(t)．

証明 (1) (Φc
u)

−1の定義から (Φc
u)

−1(c) = u．また，cが uに出現しないことから (Φc
u)

−1(u) = u．
よって成立する．
(2) l′ → r′ ∈ S′とする．S′ = Φc

u(S)から，ある l → r ∈ S が存在して，l′ = Φc
u(l)，r′ = Φc

u(r)．
仮定から cは l にも r にも出現しないので，補題 8の (2) より，以下が成立する．(Φc

u)
−1(l′) =

(Φc
u)

−1(Φc
u(l)) = l，(Φc

u)
−1(r′) = (Φc

u)
−1(Φc

u(r)) = r．
(3) s −−−→

S′∪U
tとする．このとき，ある文脈 C，代入 θ，l′ → r′ ∈ S′ ∪ U が存在して，s = C[l′θ]か

つ t = C[r′θ]．補題 8の (1) および (1),(2)から，以下が成立する．(Φc
u)

−1(s) = (Φc
u)

−1(C[l′θ]) =

(Φc
u)

−1(C)[(Φc
u)

−1(l′)(Φc
u)

−1(θ)]) −→
S

∗ (Φc
u)

−1(C)[(Φc
u)

−1(r′)(Φc
u)

−1(θ)]) = (Φc
u)

−1(C[r′θ]) = (Φc
u)

−1(t)．
2

以上の結果をもちいて，RとR0の関係について示す．

補題 10 Rの関数記号を Gとする．任意の基底項 s, t ∈ T (G)について，s −→
R

∗ t ⇐⇒ s −→
0

∗ t．
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証明 (⇒) R0の定義から，任意の i ≥ 0について，s −→
R

t ならば s −→
Si

∗ tとなることを示せば十

分．iに関する帰納法で証明する．
(B.S.) i = 0のとき，S0 = Rから自明．
(I.S.) s −→

R
tとする．このとき，帰納法の仮定から，s −−−→

Si−1

∗ t．また，補題 7から，任意の v, wに

ついて，v −−−→
Si−1

wならば v −→
Si

∗ wが成立する．よって，s −→
Si

∗ t．

(⇐) R0の定義から，任意の i ≥ 0について，s −→
Si

tならば s −→
R

∗ t となることを示せば十分．iに

関する帰納法で証明する．
(B.S.) i = 0のとき，S0 = Rから自明．
(I.S.) s −→

Si

t，Si = Φc
f(c1,...,cn)

(Si−1)∪{c → f(c1, . . . , cn), f(c1, . . . , cn) → c}とする．このとき，定

義から cは f(c1, . . . , cn)およびSi−1に出現しない定数なので，補題 9の (3)より，(Φc
u)

−1(s) −−−→
Si−1

∗

(Φc
u)

−1(t)が成立する．また，s, t ∈ T (G)より，cは s, tに出現しない．よって，補題 8の (3)より，
(Φc

u)
−1(s) = s，(Φc

u)
−1(t) = t．よって，s −−−→

Si−1

∗ t．従って，帰納法の仮定より，s −→
R

∗ tとなる．
2

以下の補題を判定手続きの正当性の証明にもちいる．

補題 11 t → t, s → s ∈ Rなる基底項 t, sについて，ct, cs を補題 2より得られる ct −→
0

∗ t, t −→
0

∗

ct, cs −→
0

∗ s, s −→
0

∗ cs となる定数とすると，以下が成立する．

t −→
R

∗ s ⇐⇒ ct −→
0

∗ cs

証明 (⇒) 仮定から ct −→
0

∗ t −→
R

∗ s −→
0

∗ cs．補題 10から，ct −→
0

∗ t −→
0

∗ s −→
0

∗ cs より ct −→
0

∗ cs．

(⇐) 仮定から t −→
0

∗ ct −→
0

∗ cs −→
0

∗ sより t −→
0

∗ s．よって補題 10から t −→
R

∗ s． 2

4.2 判定手続きの正当性

以下では，最初にR∞, J∞ の性質を示し，次に，書き換え
<−→ の性質を示す．最後に，3つの命

題A(k), B(k), C(k) をもちいた主補題を与え，判定手続きの正当性を示す．

補題 12 R∞, J∞に対して以下が成立する．
(1) a

<−→
∞

f(b1, . . . , bn) かつ ⟨. . . , f(b1, . . . , bn), . . .⟩∞ ならば ⟨. . . , a, . . .⟩∞．
(2) ⟨am1, . . . , amw⟩∞ (m = 1, . . . , n) かつ arity(f) = nならば ⟨f(a11, . . . , an1), . . . ,
f(a1w, . . . , anw)⟩∞．
(3) a −→

∞
b −→

∞
s ∈ S ならば a −→

∞
s．

(4) a −→
∞

f(a1, . . . , an)かつ am −→
∞

bm ∨ am = bm (m = 1, . . . , n) ならば a −→
∞

f(b1, . . . , bn)．

(5) a
<−→
∞

∗lLσかつ l −→
∞

bかつ任意の x ∈ VNL(l)について ⟨{σ(lL|p) | l|p = x}⟩∞ ならば a −→
∞

b．

証明 (1) a
<−→
∞

f(b1, . . . , bn) ∧ ⟨. . . , f(b1, . . . , bn), . . .⟩∞ なので ∃i, j. a
<−→
i

f(b1, . . . , bn) ∧
⟨. . . , f(b1, . . . , bn), . . .⟩j．m = max(i, j)とすると，ステップ 1の (1)の定義より ⟨. . . , a, . . .⟩m+1．
Jm+1 ⊆ J∞より ⟨. . . , a, . . .⟩∞．
(2) ⟨a11, . . . , a1w⟩∞∧· · · ∧ ⟨an1, . . . , anw⟩∞より∃i1, . . . , in. ⟨a11, . . . , a1w⟩i1∧· · · ∧ ⟨an1, . . . , anw⟩in．
m = max(i1, . . . , in)とすると，ステップ1の (2)の定義より ⟨f(a11, . . . , an1), . . . , f(a1w, . . . , anw)⟩m+1．
Jm+1 ⊆ J∞より ⟨f(a11, . . . , an1), . . . , f(a1w, . . . , anw)⟩∞．
(3) a −→

∞
b −→

∞
sより ∃i, j. a −→

i
b −→

j
s．m = max(i, j)とすると，s ∈ F0ならステップ 2の (3)の
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定義より，s /∈ F0ならステップ 2の (4)の定義より，a −−−→
m+1

s．Rm+1 ⊆ R∞より a −→
∞

s．

(4) a −→
∞

f(a1, . . . , an) ∧ (a1 −→∞ b1 ∨ a1 = b1)から a1 = b1のとき a −→
∞

f(b1, a2, . . . , an)．a1 ̸= b1

のとき ∃i, j. a −→
i

f(a1, . . . , an) ∧ a1 −→
j

b1．m = max(i, j)とすると，ステップ 2の (6)の定義よ

り，a −−−→
m+1

f(b1, a2, . . . , an)．Rm+1 ⊆ R∞ より a −→
∞

f(b1, a2, . . . , an)．a −→
∞

f(b1, a2, . . . , an)∧
(a2 −→∞ b2∨a2 = b2)から同様にa −→

∞
f(b1, b2, a3, . . . , an)．以降，a −→

∞
f(b1, b2, a3, . . . , an)∧ (a3 −→∞

b3 ∨ a3 = b3) ∧ · · · ∧ (an −→
∞

bn ∨ an = bn) に対しても同様な操作を繰り返して a −→
∞

f(b1, . . . , bn)

が得られる．
(5) VNL(l) = {x1, . . . , xn} としたとき ∃i, j, k1, . . . , kn. a

<−→
i

∗lLσ ∧ l −→
j

b ∧ ⟨{σ(lL|p) | l|p =

x1}⟩k1 ∧ · · · ∧ ⟨{σ(lL|p) | l|p = xn}⟩kn が成り立つ．m = max(i, j, k1, . . . , kn)とすると，ステップ
2の (7)の定義より a −−−→

m+1
b．Rm+1 ⊆ R∞より a −→

∞
b． 2

R<
i (R<

∞)と Ji(J∞)の関係について以下の補題を示す．

補題 13 任意の s1, . . . , sw ∈ T ≤1と i ≥ 0について ⟨s1, . . . , sw⟩i ⇒ {s1, . . . , sw} ↓<i が成立する．

証明 iに関する帰納法で示す．
(B.S.) i = 0のとき，J0の定義より自明．
(I.S.)(i) ⟨s1, . . . , sw⟩ ∈ Ji−1のとき，帰納法の仮定より成り立つ．
(ii) ⟨s1, . . . , sw⟩ /∈ Ji−1のとき．
(ii− a) ⟨s1, . . . , sw⟩がステップ 1の (1)の要素に含まれているとき．
⟨s1, . . . , sw⟩i = ⟨s1, . . . , a, . . . sw⟩i として a

<−−→
i−1

f(b1, . . . , bn)，⟨s1, . . . , f(b1, . . . , bn), . . . sw⟩i−1 が

成立する．帰納法の仮定より，{s1, . . . , f(b1, . . . , bn), . . . , sw} ↓<i−1．a
<−−→
i−1

f(b1, . . . , bn) なので，

{s1, . . . , a, . . . sw} ↓<i−1．Ri−1 ⊆ Riなので {s1, . . . , a, . . . sw} ↓<i ．
(ii− b) ⟨s1, . . . , sw⟩がステップ 1の (2)の要素に含まれているとき．
s1 = f(a11, . . . , an1), . . . , sw = f(a1w, . . . , anw)として ⟨a11, . . . , a1w⟩i−1, . . . , ⟨an1, . . . , anw⟩i−1 が成
立する．帰納法の仮定より，{a11, . . . , a1w} ↓<i−1, . . . , {an1, . . . , anw} ↓<i−1．したがって，{s1, . . . , sw} ↓<i−1．
Ri−1 ⊆ Riなので {s1, . . . , sw} ↓<i ． 2

補題 14 任意の s1, . . . , sm ∈ T ≤1 (m ≤ w)について ⟨{s1, . . . , sm}⟩∞ ⇔ {s1, . . . , sm} ↓<∞ が成立
する．

証明 (⇒) ⟨{s1, . . . , sm}⟩∞ ⇔ ∃i ≥ 0. ⟨{s1, . . . , sm}⟩i が成立する．ここで ⟨{s1, . . . , sm}⟩i =

⟨s1, . . . , sm, sm+1, . . . , sw⟩i ∧(sm = sm+1 = · · · = sw)．よって補題 13より ∃i ≥ 0. {s1, . . . , sm} ↓<i ．
よってRi ⊆ R∞ より {s1, . . . , sm} ↓<∞．
(⇐) m ≤ w，sm = sm+1 = · · · = swのとき {s1, . . . , sm}↓<∞ならば {s1, . . . , sm, sm+1, . . . , sw}↓<∞．
また，⟨s1, . . . , sm, sm+1, . . . , sw⟩∞ ならば ⟨{s1, . . . , sm}⟩∞ が成立する．よって ∀s1, . . . , sw ∈ S.

{s1, . . . , sw} ↓<∞⇒ ⟨s1, . . . , sw⟩∞ を示せば，{s1, . . . , sm} ↓<∞ ⇒ ⟨{s1, . . . , sm}⟩∞ が導かれる．
s1, . . . , sw ∈ T ≤1とし，∃u. s1

<−→
∞

∗u, . . . , sw
<−→
∞

∗uと仮定する．このとき |s1
<−→
∞

∗u| = k1, . . . , |sw
<−→
∞

∗u| = kwとして ⟨
∑

kp,
∑

|sp|⟩の辞書式順序に関する帰納法で ⟨s1, . . . , sw⟩∞を示す．
(B.S.)

∑w
p=1 kp = 0のときは s1 = · · · = sw = uより，⟨u, . . . , u⟩ ∈ J0 ⊆ J∞ ．

(I.S.)(i) s1
<−→
∞

∗u, . . . , sw
<−→
∞

∗u中に根位置での書き換えが存在するとき．

一般性を失うことなく s1
<−→
∞

∗u 中に根位置での書き換えが存在すると仮定する．LHS(R<
∞) ⊆ F0よ

り根位置の書き換え規則はa → f(b1, . . . , bn)の形のみ可能なので s1
<−→
∞

∗ a
<−→
∞ λ

f(b1, . . . , bn)
<−→
∞

∗ u．

ここでR<
∞の定義とs1

<−→
∞

∗ aよりs1 = a．よってs1 = a
<−→
∞ λ

f(b1, . . . , bn)
k1−1−−−→
∞

uと表せる．ここで
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f(b1, . . . , bn) ∈ T ≤1．よって (
∑

p>1 kp+(k1−1)) <
∑

kpであることと{f(b1, . . . , bn), s2, . . . , sw} ↓<∞
から帰納法の仮定より ⟨f(b1, . . . , bn), s2, . . . , sw⟩∞ なので，補題 12の (1)より ⟨s1, . . . , sw⟩∞．
(ii) s1

<−→
∞

∗u, . . . , sw
<−→
∞

∗u中に根位置での書き換えが存在しないとき．

(ii− a) si = a ∈ F0となる iが存在するとき，根位置の書き換えがないので si = a = u．sp
<−→
∞

∗u

より，∀p ∈ {1, . . . , w}. sp = u．よって
∑w

p=1 kp = 0 なので，(B.S.)に帰着される．
(ii− b) si = a ∈ F0となる iが存在しないとき．
si = f(a1, . . . , an), sj = g(b1, . . . , bm), f ̸= g とすると，si

<−→
∞

∗ u より u = f(u1, . . . , un)．

sj
<−→
∞

∗ uよりu = g(v1, . . . , vm)となり矛盾する．よって s1 = f(a11, . . . , an1), s2 = f(a12, . . . , an2),

. . . , sw = f(a1w, . . . , anw), u = f(u1, . . . , un)と表せる．このとき ∀p ∈ {1, . . . , w}, ∀q ∈ {1, . . . , n}.
aqp

<−→
∞

∗uqが成り立つ．ここで |aqp
<−→
∞

∗uq| = k′qpとする．j ∈ {1, . . . , n}としたとき，aj1
<−→
∞

∗uj , . . . ,

ajw
<−→
∞

∗uj より {aj1, . . . , ajw} ↓<∞．ここで，
∑w

p=1 kp =
∑w

p=1

∑n
q=1 k

′
qp より

∑w
p=1 kp ≥

∑w
p=1 k

′
jp．

また，
∑w

p=1 |sp| >
∑w

p=1 |ajp| より帰納法の仮定から ⟨aj1, . . . , ajw⟩∞．よって補題 12の (2)より
⟨s1, . . . , sw⟩∞． 2

RiとR0の関係について示す．以下では代入 θは変数から基底項への写像とする．

補題 15 任意の iと (s, t) ∈ (LHS(R0)×F0) ∪(F0×T (F))について (s −→ t ∈ Ri∨s
<−→
i

∗t) ⇒ s −→
0

∗ t

が成立する．

証明 iに関する帰納法で示す．
(B.S.) i = 0のとき，自明．
(I.S.) i > 0のとき．
(1) s −→ t ∈ Ri ⇒ s −→

0

∗ tを示す．

(i) s → t ∈ Ri−1のとき，帰納法の仮定より s −→
0

∗ tなので成り立つ．

(ii) s → t /∈ Ri−1のとき．
(ii− a) s → tがステップ 2の (3), (4), (5)の要素に含まれるとき．
s −→ s′, s′ −→ t ∈ Ri−1 なる項 s′が存在し，帰納法の仮定より，s −→

0

∗ s′ −→
0

∗ t となるので成り立つ．

(ii− b) s → tがステップ 2の (6)の要素に含まれるとき．
t = f(b1, . . . , c . . . , bn)としたときs → f(b1, . . . , a, . . . , bn), a → c ∈ Ri−1 となる項f(b1, . . . , a, . . . , bn)

が存在する．帰納法の仮定よりs −→
0

∗ f(b1, . . . , a, . . . , bn), a −→
0

∗ c．したがってs −→
0

∗ f(b1, . . . , a, . . . , bn) −→
0

∗

f(b1, . . . , c, . . . , bn) = tより成り立つ．
(ii− c) s → tがステップ 2の (7)の要素に含まれるとき．
s, t ∈ F0かつ s

<−−→
i−1

∗lLσ，l −→ t ∈ Ri−1 となる lLσが存在し，∀x ∈ VNL(l). ⟨{σ(lL|p) | l|p = x}⟩i−1．

補題 13 より ∀x ∈ VNL(l). ∃ux. ∀p ∈ {p | l|p = x}. [σ(lL|p)
<−−→
i−1

∗ux]．σ(lL|p) ∈ F0 に注意

すると，帰納法の仮定より ∀x ∈ VNL(l). ∃ux. ∀p ∈ {p | l|p = x}. [σ(lL|p) −→
0

∗ ux]．よって

θ = {x 7→ ux | x ∈ VNL(l)} とすると lLσ −→
0

∗ lθ．よって s
<−−→
i−1

∗lLσ，l −→ t ∈ Ri−1 から帰納法の仮

定より s −→
0

∗ lLσ，l −→
0

∗ t．したがって s −→
0

∗ lLσ −→
0

∗ lθ −→
0

∗ tより成り立つ．

(2) s
<−→
i

∗t ⇒ s −→
0

∗ tを |s <−→
i

∗t| = kとして kに関する帰納法で示す．

(B.S.)(i) k = 0のとき，s = tより自明．
(ii) k = 1のとき，s ∈ F0となるので s −→ t ∈ R<

i であり，(1)より成立する．
(I.S.) k ≥ 2のとき，s ∈ F0に注意すると，R<

i の性質より，s
<−→
i

f(a1, . . . , an)
<−→
i

∗ f(u1, . . . , un) =

t と表せる．ここで ∀j. aj
<−→
i

∗uj であり，∀j. |aj
<−→
i

∗uj | < kなので帰納法の仮定から ∀j. aj −→
0

∗ uj．
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よって f(a1, . . . , an) −→
0

∗ f(u1, . . . , un)．また，k ≥ 2より |s <−→
i

f(a1, . . . , an)| < k なので，帰納法

の仮定から s −→
0

∗ f(a1, . . . , an)．したがって，s −→
0

∗ f(a1, . . . , an) −→
0

∗ f(u1, . . . , un) = tより成り

立つ． 2

最後に，以上の準備をもちいて正当性証明の主補題を与える．このために kを自然数として，以
下の命題A(k),B(k),C(k)を考える．

A(k)
def⇐⇒ δ : a −→

0

∗ b ∧ |δ| ≤ k ⇒ a = b ∨ a −→
∞

b

B(k)
def⇐⇒ δ : a −→

0

∗ s /∈ F0 ∧ |δ| ≤ k ⇒ ξ : a
<−→
∞

∗s ∧ |ξ| ≤ |δ|

C(k)
def⇐⇒ δ : {c1, . . . , cn} ↓0 ∧|δ| ≤ k ⇒ (∃a. ((c1 = a ∨ c1 −→∞ a) ∧ . . . ∧ (cn = a ∨ cn −→

∞
a))

∨(ξ : {c1, . . . , cn} ↓<∞ ∧|ξ| ≤ |δ|))

補題 16 任意の kについてA(k) ∧B(k) ∧ C(k) が成立する．

証明 kに関する帰納法で
A(k) ∧ (A(k) ⇒ B(k)) ∧ (A(k) ∧ B(k) ⇒ C(k)) を示す．帰納法の仮定より，k′ < kについて

A(k′),A(k′) ⇒ B(k′), A(k′)∧B(k′) ⇒ C(k′)が成り立つと仮定する．このとき，A(k′), B(k′), C(k′)

が成り立つことに注意する．
1. A(k)を示す．a −→

0

∗ bと仮定する．a −→
0

∗ bの形で以下の４通りに場合分けする．

(i) a = bのとき，自明．
(ii) a −→

0
bのとき，R0 ⊆ R∞より a −→

∞
b．

(iii) |a −→
0

∗ b| ≥ 2かつ a −→
0

+ c −→
0

+ b なる定数 cが存在するとき．

|a −→
0

+ c|, |c −→
0

+ b| < δなので帰納法の仮定より a −→
∞

c −→
∞

b なので補題 12 の (3)より a −→
∞

b．

(iv) |a −→
0

∗ b| ≥ 2かつ a −→
0

+ c −→
0

+ b なる定数 cが存在しないとき．

このとき，∃l → b ∈ R0. a −→
0

+ lθ −→
0

bと表せる．|a −→
0

+ lθ| < δ なので，B(k)の帰納法の仮定より

(a
<−→
∞

∗lθ) ∧ (|a −→
0

∗ lθ| ≥ |a <−→
∞

∗lθ|)，R<の性質から，a
<−→
∞

∗lLσ
<−→
∞

∗lθ ∧ ∀x ∈ VNL(l). {σ(lL|p) |
l|p = x} ↓∞．補題 14より，∀x ∈ VNL(l). ⟨{σ(lL|p) | l|p = x}⟩∞．これらと l → b ∈ R0 ⊆ R∞ お
よび補題 12の (5) より a −→

∞
b．

2. A(k) ⇒ B(k)を示す．a −→
0

∗ s /∈ F0と仮定し，s = f(s1, . . . , sn)とする．a −→
0

∗ sの形で場合分

けする．
(i) a −→

0

+ c −→
0

∗ s なる定数 cが出現するとき．

一般性を失うことなく cを最後に出現する定数とおくと，a −→
0

+ c −→
0

f(b1, . . . , bn) −→
0

∗
>λ

sと表せる．

a −→
0

+ cについて A(k)より a −→
∞

c．また，|c −→
0

∗ s| < δから，帰納法の仮定より c
<−→
∞

∗s．よって

R<の性質から c
<−→
∞

f(b1, . . . , bn)
<−→
∞

∗s．これより，a −→
∞

c
<−→
∞

f(b1, . . . , bn)
<−→
∞

∗s．補題 12の (3)

より a
<−→
∞

f(b1, . . . , bn)
<−→
∞

∗s．

(ii) a −→
0

+ c −→
0

∗ s なる定数 cが出現しないとき．

a −→
0

f(a1, . . . , an) −→
0

∗ f(s1, . . . , sn) = s, a1 −→
0

∗ s1, . . . , an −→
0

∗ snと表せる．|a1 −→
0

∗ s1|, . . . , |an −→
0

∗

sn| < δ なのでB(k)の帰納法の仮定およびA(k)よりm ∈ {1, . . . , n}に対して以下が成立する． sm ∈ F0 ⇒ am = sm ∨ am −→
∞

sm

sm /∈ F0 ⇒ am
<−→
∞

∗sm
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よって {
ãm = sm (sm ∈ F0)

ãm = am (sm /∈ F0)

とすると，a −→
0

f(a1, . . . , an) −→∞
∗ f(ã1, . . . , ãn)

<−→
∞

∗
>λf(s1, . . . , sn)と表せる．R0 ⊆ R∞ なので，

補題 12の (4)より a −→
0

f(a1, . . . , an) −→∞
∗ f(ã1, . . . , ãn)から a −→

∞
f(ã1, . . . , ãn) が成り立つ．した

がって，a
<−→
∞

f(ã1, . . . , ãn)
<−→
∞

∗f(s1, . . . , sn)より a
<−→
∞

∗f(s1, . . . , sn)となる．

3. (A(k) ∧B(k)) ⇒ C(k)を示す．{c1, . . . , cn} ↓0と仮定すると，∃s. c1 −→
0

∗ s ∧ . . . ∧ cn −→
0

∗ s．

(i) s ∈ F0のとき，A(k)より，∃s ∈ F0. (c1 = s∨ c1 −→∞ s)∧ · · · ∧ (cn = s∨ cn −→
∞

s)．よって成り

立つ．
(ii) s /∈ F0のとき，B(k)より，c1

<−→
∞

∗s ∧ · · · ∧ cn
<−→
∞

∗s ∧∀m. |cm −→
0

∗ s| ≥ |cm
<−→
∞

∗s| ．
したがって {c1, . . . , cn} ↓<∞ ∧|{c1, . . . , cn} ↓0 | ≥ |{c1, . . . , cn} ↓<∞ |より成り立つ．
1. 2. 3. よりA(k) ∧B(k) ∧ C(k)は成り立つ． 2

定理 2 基底項 t, sと右基底項書き換えシステムRが与えられたとき，t →∗ sは右基底項書き換え
システムの到達可能性判定手続き (手続き 2) で判定可能．

証明 s = tのとき，判定可能なのは明らかなので，以下では一般性を失うことなくs ̸= tである場合を
考える．R̂ = R∪{t → t, s → s}，ct, csを補題2より得られる t −→

0

∗ ct∧ct −→
0

∗ t, s −→
0

∗ cs∧cs −→
0

∗ sとな

る定数とすると，補題11より t −→̂
R

∗ s ⇐⇒ ct −→
0

∗ cs．また，補題15より ct → cs ∈ R∞ ⇒ ct −→
0

∗ cs，

補題 16の性質A(k)より ct −→
0

∗ cs ∧ ct ̸= cs ⇒ ct → cs ∈ R∞．したがって以下が成立する．

t −→
R

∗ s ⇐⇒ t −→̂
R

∗ s ⇐⇒ ct −→
0

∗ cs ⇐⇒ ct → cs ∈ R∞

ここで，ct → cs ∈ R∞は手続き 2で判定可能． 2

Godoyら [4, 5]の研究においても閉包操作に基づく右基底項書き換えシステムの到達可能性判定
法が提案されている．これらの手法は閉包操作の対象となる規則に特殊な書き換え規則である制約
付き書き換え規則をもちいている．一方，本論文で提案した手続きにおける閉包操作は，通常の書
き換え規則のみをもちいている．なお，基底項の定数化や，書き換え規則のタイプ分けといった手
法は共通している．
Godoyら [4, 5] の手法の正当性の証明には，簡約化順序や制約付き項書き換えシステムR, S に

基づく書き換え−−−→
R/S

が必要となるが，本論文で提案した手続きの正当性の証明にはそのような概

念を利用する必要はない．

4.3 判定手続きの計算量

右基底項書き換えシステムの到達可能性判定手続き (手続き 2) の計算量の評価を行った．以下で
は，項書き換えシステムのサイズを ||R|| =

∑
l→r∈R(|l|+ |r|) により定義する．

定理 3 書き換え規則の左辺のサイズの最大値を L，関数記号の引数の最大値を p，定数以外の関数
記号の数を kとし，R̂ = R∪ {t → t, s → s}とすると，到達可能性判定手続き (手続き 2)の時間計
算量はO(||R̂||L∗p+L+p3+2∗p2+p+4 ∗ (k + 2)L+p2+3∗p+2 ∗ (p+ 5)) である．

定理 3より以下の系が成立する．

系 1 右基底項書き換えシステムにおける到達可能性判定問題は，入力した項と項書き換えシステ
ムのサイズに対する指数関数時間で判定可能．
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系 2 右基底項書き換えシステムにおける到達可能性判定問題は，左辺のサイズおよび関数記号の
引数の個数が定数以下となる場合，入力した項と項書き換えシステムのサイズに対する多項式時間
で判定可能．

項書き換えシステムの到達可能性の判定可能性の計算量については既に以下のような結果が知ら
れている．

命題 1 [2] 基底項書き換えシステムにおける到達可能性判定問題は，入力した項と項書き換えシス
テムのサイズに対する多項式時間で判定可能．

命題 2 [13] 左線形右基底項書き換えシステムにおける到達可能性判定問題は，関数記号の引数の
個数が定数以下ならば，入力した項と項書き換えシステムのサイズに対する多項式時間で判定可能．

命題 3 [5] 右基底項書き換えシステムにおける到達可能性判定問題は，入力した項と項書き換えシ
ステムのサイズ nに対する指数関数時間 (O(nn+1))で判定可能．

計算量の下界については以下のような結果が知られている．

命題 4 [5] 右基底項書き換えシステムの到達可能性判定問題は F が固定でも指数時間困難．

命題 2と比較して，系 2 では左辺のサイズが定数以下という制約はあるが，左非線形規則にも適
用できるよう適用範囲が拡張されている．また，F を固定すれば関数記号の引数の個数は定数以下
となるから，命題 4より系 2の左辺のサイズが定数以下という条件は除去できないことがわかる．
定理 3は命題 3とは異なる乗数パラメータをもちいているが，命題 4より，指数関数時間より効

率よくできないことがわかる．

5 実装と実験

提案した右基底項書き換えシステムの到達可能性判定手続き (定義 2) を SML/NJにより実装し
た (約 500行)．

例 4 以下の基底項 t，s，項書き換えシステムR を与え，tから sへの到達可能性を到達可能性判
定手続きをもちいて判定する．

t = f(g(g(c)), f(g(c)), c)

s = g(a)

R =


f(g(x), x) → g(a)

g(b) → f(g(c), b)

c → b

到達可能性判定手続きの実行結果を図 1 に示す．ここで，reachable 関数は入力として基底項
t と s，項書き換えシステム R を受け取り，R0 のサイズと R∞ のサイズおよび到達可能性判定
結果 true か false を出力する．この結果より，t から s へは R で到達可能であることが判定
できた．実際，t = f(g(g(c)), f(g(c)), c) −→

R
f(g(g(b)), f(g(c)), c) −→

R
f(g(g(b)), f(g(c)), b) −→

R
f(g(f(g(c)), b), f(g(c)), b) −→

R
g(a) = s となるので，この判定結果は正しい (下線で書き換え位

置を示す) ．
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- IO.prterm t;

F(G(G(C)), F(G(C), C))val it = () : unit

- IO.prterm s;

G(A)val it = () : unit

- IO.prrules r;

[ F(G(x), x) -> G(A),

G(B) -> F(G(C), B),

C -> B ]

val it = () : unit

- reachable t s r;

size of R0 = 23

size of R_inf = 112

val it = true : bool

図 1. 到達可能性判定手続きの実行結果

例 5 正則言語 Li = {(f ◦ gi)+(a)}に対して
∩n

i=0 Li = ∅が成立するか否かを a −−→
Rn

∗ bが成立する

か否かにより判定する右基底項書き換えシステムRn を考える．

R1 =



a → h(q0, q1)

h(x, x) → b

q0 → f(a)

q0 → f(q0)

q11 → g(a)

q1 → f(q11)

q11 → g(q1) ，

R2 =



a → h(q0, h(q1, q2))

h(x, h(x, x)) → b

q0 → f(a)

q0 → f(q0)

q11 → g(a)

q1 → f(q11)

q11 → g(q1)
... ，

· · ·

また，以下のような正則言語 L′
iに対して L′

0 ∩ L′
n = ∅が成立するか否かを a −−→

Sn

∗ bが成立するか

否かにより判定する右基底項書き換えシステム Sn を考える．

L′
i =

{
f+(a) (i = 0のとき)

(f ◦ g+)i(a) (i ≥ 1のとき)

S1 =



a → h(q0, q0′)

h(x, x) → b

q0 → f(a)

q0 → f(q0)

q0′ → f(q1′)

q1′ → g(q1′)

q1′ → g(q2′)

q2′ → a ，

S2 =



a → h(q0, q0′)

h(x, x) → b

q0 → f(a)

q0 → f(q0)

q0′ → f(q1′)

q1′ → g(q1′)

q1′ → g(q2′)

q2′ → f(q3′)
... ，

· · ·

ここで，Rnは nが増大するとともに問題のサイズも左辺のサイズも増大する項書き換えシステ
ムとなっており，Snは問題のサイズは増大するが，左辺のサイズと関数記号の引数の数が 3 以下
で抑えられる項書き換えシステムとなっている．
Rnと Sn の問題のサイズと実行時間の関係をグラフにしたものを図 2に示す．図 2より，Rn で
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は問題のサイズが増加するにつれ計算時間が指数関数的に増大している一方で，Sn では，計算時
間の増加量がほぼ一定であることが確認できた．
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図 2. 実行時間の比較

6 まとめと今後の課題

本論文では，右基底項書き換えシステムRのもとで基底項 tから基底項 sへ到達可能かどうかを
判定する閉包操作手続きを提案した．この手続きは，まず R̂ = R∪{t → t, s → s} から，右辺の基
底項をすべて対応する定数に置き換えたような項書き換えシステムR0 を構成して t，sを定数 ct，
csへと置き換え，定数から定数への到達可能性判定問題へと帰着させる．そして，このR0に対し
て閉包操作を行うことでR∞を構成し，到達可能性判定問題を ct → cs ∈ R∞か否かという問題に
帰着させる．最後に ct → cs ∈ R∞を判定することにより，t −→

R
∗ s を判定する．提案手法には制約

付き書き換えを使用していない点で文献 [4, 5] の判定手法より簡明である．
次に，本論文で提案した到達可能性判定手続きの正当性を証明した．また，その計算量を評価し，

入力した項と右基底項書き換えシステムのサイズに関する指数関数時間で判定可能が可能であるこ
とを示した．さらに，左辺の最大のサイズ，関数記号の引数の最大値が定数以下ならば，入力した
項，項書き換えシステムのサイズに関する多項式時間で判定が可能であることを示した．また，こ
の到達可能性判定手続きを実装し，実験をとおして手続きの実行可能性を確認するとともに計算時
間の調査を行った．
より多くの実験をとおして到達可能性判定手続きの有効性を調査することは今後の課題である．

また，右基底項書き換えシステムよりも一般的なクラス，例えば，l → x (x ∈ V) となるような書
き換え規則が含まれる項書き換えシステムなど，右辺に変数が出現する項書き換えシステムでも閉
包操作に基づき到達可能性を判定できるよう手続きを改良することも残された課題である．
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