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概 要 プログラムの自動検証を容易にすることを目的としたプログラム変換法として，
Giesl(2000)により文脈移動法および文脈分割法が提案されている．これらの手法は，末
尾再帰プログラムを自動検証に適した単純再帰プログラムへと変換する．本論文では，
文脈移動法および文脈分割法を項書き換えシステムに対して再定式化し，その正当性を
証明する．さらに，これらの変換法と書き換え帰納法 (Reddy,1989)を組み合わせた帰納
的定理の自動証明システムを構築する．本システムでは，末尾再帰プログラムにおける
定理証明が失敗した場合，変換に必要な文脈交換律等の条件を自動証明し，変換して得
られる単純再帰プログラムを用いた定理証明を試みる．

1 はじめに

末尾再帰プログラムは，最後の再帰呼び出しの結果をそのまま返り値とし，呼び出し時の実行状
態を保持する必要のない効率的なプログラムとして知られている．末尾再帰プログラムの多くは計
算の途中結果を保存するためアキュムレータとよばれる引数をもつ．しかし，その値は再帰呼び出
しで変化するため，末尾再帰プログラムに対して帰納法に基づく自動証明を適用することが困難で
あることが知られている [6]．
従来のプログラム変換の研究は，効率的なプログラムへの変換が主な目的であり，プログラムの

検証を容易にすることを目的とした研究はあまり知られていない．しかし，高度なプログラム自動
検証のためには，後者のような，検証に適したプログラムへの変換が必要である．そのような変換
法として，素朴な関数型プログラムに対する文脈移動法と文脈分割法 [6]が提案されている．これら
は，適当な条件のもとで末尾再帰プログラムを等価な再帰プログラムへと変換する手法である．変
換で得られた再帰プログラムは，計算にアキュムレータを使用せず，帰納法による自動証明に適し
た構造となっている．
項書き換えシステムは，関数型言語の形式的な計算モデルであり，プログラムに関する様々な性

質や操作を言語の制約に捉われず柔軟に取り扱うことが可能となる．したがって，変換対象を項書
き換えシステムとすることで，変換の本質に迫った考察が可能となる．本論文では，項書き換えシ
ステムに対して文脈移動法と文脈分割法を再定式化するとともに，そのうえで項書き換えシステム
の枠組みに基づき厳密な証明を与える．本論文では，提案手法に基づいた項書き換えシステムの自
動変換手続きと，書き換え帰納法 [10]を組み合わせた帰納的定理自動証明システムを実現する．な
お，帰納的定理自動証明手続きは，自動変換システムの文脈移動法および文脈分割法の正当性を保
証する条件の自動証明にも利用される．実験を通じて，書き換え帰納法による帰納的定理自動証明
においては，末尾再帰をもつ項書き換えシステムを単純再帰な項書き換えシステムに自動変換して
から書き換え帰納法を適用することがしばしば有効であることを明らかにする．
本論文の構成は以下の通りである．2節では準備として項書き換えシステムの概念と記法につい

て説明する．3節では文脈移動法，4節では文脈分割法による項書き換えシステムの変換手法を示
す．5節では提案手法の正当性を保証する条件の自動検証法を説明する．6節では提案手法による項
書き換えシステムの自動変換実験について説明し，7節で変換を用いた自動証明について説明する．
8節はまとめと今後の課題を述べる．
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2 準備

本節では，項書き換えシステム (TRS)に関する用語や概念を文献 [3]に従って定義する．
関数記号と変数の集合をそれぞれ F ,V とする．F ,V で構成できる項全体の集合を T (F ,V)とす

る．項 tに含まれる変数全体の集合を V(t)，関数記号全体の集合をF(t)で表す．t1, t2, . . . , tnのよ
うな項の列を t̄で表す．項の列 t̄についても変数および関数記号全体の集合を V(t̄),F(t̄)として同様
に表す．V(t) = ∅である項 tを基底項とよび，その集合を T (F)で表す．項 tに出現する変数がすべ
て異なるとき，項 tは線形であるという．項 tの根記号 root(t)は，t ∈ Vのとき t，t = f(t1, . . . , tn)

のとき f である．ホールとよばれる特別な定数記号�を含む項を文脈とよび，�を一つだけ含む文
脈をC[ ]と表す．C[ ]の�を項 tで置き換えて得られる項をC[t]で表す．また，Cの複数のホール
�i(1 ≤ i ≤ n)を tiで置き換えた項をC[t1, t2, . . . , tn]のように表す．t = C[u]となる文脈Cが存在
するとき，uは tの部分項であるという．変数集合 V から項全体の集合 T (F ,V)への写像 θを代入
とよび，θを T (F ,V)から T (F ,V)への写像へ自然に拡張する．以下では θ(t)を tθと表記する．
項の対 (l, r)が l /∈ V かつ V(l) ⊇ V(r)をみたすとき (l, r)を書き換え規則といい，l → rと表す．

項書き換えシステム Rは書き換え規則の有限集合である．項書き換えシステム Rにおける書き換
え関係→Rは以下のように定義される．

s →R t
def⇐⇒ ∃l → r ∈ R.∃C[ ].∃θ.s = C[lθ] ∧ t = C[rθ]

このとき，sは tに書き換えられるという．また，項の列について t̄ →R s̄は t1 →R s1, · · · , tn →R sn

を表す．s →R t となる tが存在しないとき sを正規形という．項 tの項書き換えシステムR で得ら
れる正規形であり，一意に定まるものを t↓Rで表す．項の列に対しては t̄↓R = t1↓R, . . . , tn↓Rと定
義される．また，代入 θに対して θ↓Rを θ↓R(x) = (θ(x))↓Rと定める．→Rの反射推移閉包を

∗→R

で表す．項書き換えシステムRのすべての書き換え規則 l → r ∈ Rの左辺が線形ならば，Rは左線
形であるという．
Rの規則 l1 → r1，l2 → r2について，l1のある部分項 u /∈ Vについて uθ = l2θとなる θが存在す

るとき l1 → r1と l2 → r2は重なるという．ただし V(l1) ∩ V(l2) = ∅とし，l1 → r1と l2 → r2が同
じ規則のとき部分項 uは u ̸= l1とする．Rを項書き換えシステムとし，任意の項 t, t1, t2 について
t

∗→ t1かつ t
∗→ t2ならばある項 sが存在し t1

∗→ sかつ t2
∗→ sであるとき Rは合流性をもつとい

う．項書き換えシステムRの規則の左辺の根記号を定義関数記号という．Rの定義関数記号の集合
をD = {root(l) | l → r ∈ R}と表し，Rの構成子記号集合を C = F \Dと表す．項 tに現れる定義
関数記号の集合をD(t)と記す．項 t ∈ T (C)を基底構成子項という．値域が基底項集合もしくは基
底構成子項集合である代入をそれぞれ基底代入，基底構成子代入といい，θg, θgc等で表す．項書き
換えシステム Rによって，任意の基底項 sに対してある基底構成子項 tが存在して s

∗→R tが成立
するとき，Rは十分完全性 [7]をもつという．本論文では，変換対象として左線形で重なりがなく，
十分完全性をもつ項書き換えシステムを考える．なお，左線形で重なりをもたない項書き換えシス
テムは合流性をもつことが知られている [3]．

3 項書き換えシステムに対する文脈移動法

本節では，文脈移動法に基づく項書き換えシステムの変換を提案し，一定の条件のもとで変換が
正当性をもつことを示す．

3.1 文脈移動法による項書き換えシステムの変換

関数型プログラムの文脈移動法 [6]は，非相互再帰かつ線形再帰である末尾再帰関数について，末
尾再帰呼び出しにおけるアキュムレータ位置の移動文脈を，再帰呼び出しの外側に移動する．同様
に非相互再帰かつ線形再帰の項書き換えシステム上の関数について文脈移動法を考える．項書き換
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えシステムでは，再帰呼び出しは左辺と同じ根記号をもつ項が右辺に現れる場合に相当する．よっ
て，そのような項におけるアキュムレータ位置の移動文脈を，その項の外側へ移動することにより，
項書き換えシステムの文脈移動法による変換を定める．

定義 3.1. 項書き換えシステム Rの規則 l → rにおいて，root(l) = f かつ f ∈ F(r)であるとき，
l → rは f の再帰規則という．とくに，root(l) = root(r)のとき l → rは末尾再帰規則という．

定義 3.2 (項書き換えシステムに対する文脈移動法). 項書き換えシステムに対する文脈移動法は，
以下の項書き換えシステムRからR′への変換規則である．

R = RA ∪RB ∪RC

RA = {f(l̄i, z) → f(r̄i, Ci[z]) (1 ≤ i ≤ m)

RB = {f(l̄j , z) → Cj [z] (m+ 1 ≤ j ≤ n)

RC = {lk → rk (n+ 1 ≤ k ≤ p)

R′ = R′
A ∪R′

B ∪R′
C

R′
A = {f ′(l̄i, z) → Ci[f

′(r̄i, z)] (1 ≤ i ≤ m)

R′
B = {f ′(l̄j , z) → Cj [z] (m+ 1 ≤ j ≤ n)

R′
C = RC

RA, R
′
AはR,R′それぞれの f, f ′の再帰規則，RB, R

′
B は非再帰規則，RC は補助関数にあたる規

則である．変換対象の関数記号を f とし，文脈Ci[ ], Cj [ ]を移動文脈，変数 zをアキュムレータと
よぶ．変換対象の f とアキュムレータ zは上記の変換規則で明示された場所以外には出現しない．
すなわち，以下が成立するものとする．

∀i(1 ≤ i ≤ p).f /∈ F(l̄i, r̄i, Ci, li, ri) ∧ z /∈ V(l̄i, r̄i, Ci, li, ri)

以下では，適当な名前替えを行うことにより各書き換え規則は互いに異なる変数をもつものと仮定
する．R′の規則の左辺はRの規則の左辺に出現する f を f ′に置き換えたものである．よって，R

と同様R′も左線形かつ重なりがないため，R′は合流性をもつ．

例 3.3 (文脈移動法による変換例). 以下の項書き換えシステムRを考える．

R =


Mult(S(x), y, z) → Mult(x, y,Add(y, z))

Mult(0, y, z) → z

Add(S(x), y) → S(Add(x, y))

Add(0, y) → y

変換対象の関数記号をMult，アキュムレータを zとして文脈移動法を適用すると，以下の項書き
換えシステムR′が得られる．

R′ =


Mult′(S(x), y, z) → Add(y,Mult′(x, y, z))

Mult′(0, y, z) → z

Add(S(x), y) → S(Add(x, y))

Add(0, y) → y

3.2 文脈移動法による変換の正当性

ここでは，文脈移動法による変換の正当性，つまり，Rを変換して得られる R′は変換対象 f を
f ′に置き換えた項をRと同じ結果に書き換えられることを示す．
変換の正当性を保証するため，以下の条件を考える．この条件は [6]で提案された条件をもとに

項書き換えシステムの枠組みで再定式化した条件となっている．
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定義 3.4 (文脈交換律). C1[ ], . . . , Cn[ ]を文脈移動法の規則における移動文脈とする．このとき，
以下の条件を文脈交換律とよぶ．

∀i(1 ≤ i ≤ m).∀j(1 ≤ j ≤ n).∀θgc.Ci[Cj [z]]θgc↓RC
= Cj [Ci[z]]θgc↓RC

ただし，i = jのとき，Ci[ ], Cj [ ]は共通変数をもたないよう名前替えされているものとする．

補題 3.5. RからR′への文脈移動法による変換において文脈交換律を仮定する．このとき，任意の
基底構成子代入 θgcと基底構成子項 vに対して，

f(x̄, z)θgc
∗→R v ⇒ f ′(x̄, z)θgc

∗→R′ v

が成立する．
証明．f(x̄, z)θgc

∗→R vと仮定する．f(x̄, z)θgcから vへの書き換え列は以下のようにおくことがで
きる．

f(x̄, z)θgc = f(l̄i1θ1, u1)

→RA
f(r̄i1θ1, Ci1θ1[u1])

∗→RC
f(l̄i2θ2, u2)

→RA
f(r̄i2θ2, Ci2θ2[u2])

...
∗→RC

f(l̄inθn, un)

→RB
Cinθn[un]

∗→RC
v

項 f(t̄, u)に適用できるRAの規則は t̄によってのみ定まり，uに影響されない．このことから，上
の書き換え列で適用するRAの規則の順番を変えず，かつRB を適用するまで f の最後の引数を書
き換えない以下の書き換え列が得られる．

f(x̄, z)θgc = f(l̄i1θ1, u1)

→RA
f(r̄i1θ1, Ci1θ1[u1])

∗→RC
f(l̄i2θ2, Ci1θ1[u1])

→RA
f(r̄i2θ2, Ci2θ2[Ci1θ1[u1]])

...
∗→RC

f(l̄inθn, Cin−1θn−1[· · ·Ci1θ1[u1] · · · ])
→RB

Cinθn[Cin−1θn−1[· · ·Ci1θ1[u1] · · · ]]

この書き換え列に対応するR′による書き換えを考える．R′の規則の左辺は f が f ′に置き換わって
いる以外は同じ項であり，RC = R′

C であるため，以下の書き換え列が得られる．

f ′(x̄, z)θgc = f ′(l̄i1θ1, u1)

→R′
A
Ci1θ1[f

′(r̄i1θ1, u1)]

∗→R′
C
Ci1θ1[f

′(l̄i2θ2, u1)]

→R′
A
Ci1θ1[Ci2θ2[f

′(r̄i2θ2, u1)]]

...
∗→R′

C
Ci1θ1[· · ·Cin−1θn−1[f

′(l̄inθn, u1)] · · · ]

→R′
B
Ci1θ1[· · ·Cin−1θn−1[Cinθn[u1]] · · · ]
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ここで，u ∈ T (C)，∀k.f, f ′ /∈ F(Cikθk[ ])，θk↓R = θk↓RC
= θk↓R′ となり，Rの十分完全性より

θk↓RC
は基底構成子代入となるので，文脈交換律と合流性より以下が成り立つ．

v = Cinθn[Cin−1θn−1[· · ·Ci1θ1[u1] · · · ]]↓R
= Cinθn[Cin−1θn−1[· · ·Ci1θ1[u1] · · · ]]↓RC

= Cin(θn↓RC
)[· · ·Ci1(θ1↓RC

)[u1] · · · ]↓RC

= Ci1(θ1↓RC
)[· · ·Cin(θn↓RC

)[u1] · · · ]↓RC

= Ci1θ1[· · ·Cin−1θn−1[Cinθn[u1]] · · · ]↓RC

= Ci1θ1[· · ·Cin−1θn−1[Cinθn[u1]] · · · ]↓R′

よって，以下が成立する．

f ′(x̄, z)θgc
∗→R′ Ci1θ1[· · ·Cin−1θn−1[Cinθn[u1]] · · · ]
∗→R′ v

補題 3.6. RからR′への文脈移動法による変換において文脈交換律を仮定する．このとき，任意の
基底項 sと基底構成子項 vに対して，

s
∗→R v ⇒ s′

∗→R′ v

が成立する．ここで，s′は sに出現するすべての f を f ′で置き換えた項である．
証明． sに関する帰納法によって補題を示す．g ̸= f として s = g(t1, . . . , tm)の場合，Rの十分完
全性より各 iに対して ti

∗→R vi となる基底構成子項 vi が存在するため，sは s
∗→R g(v1, . . . , vm)

と書き換えられる．ここで仮定と R の合流性から g(v1, . . . , vm)
∗→R v である．帰納法の仮定か

らそれぞれの iについて ti
′ ∗→R′ vi が成り立つため s′ = g(t1

′, . . . tm
′)

∗→R′ g(v1, . . . , vm)であり，
g(v1, . . . , vm)

∗→RC
v であるため g(v1, . . . , vm)

∗→R′ v が成立．s = f(t1, . . . , tm)の場合も同様に
各 iに対して ti

∗→R viとなる基底構成子項 viが存在し s
∗→R f(v1, . . . , vm)．仮定 s

∗→R vと Rの
合流性より，f(v1, . . . , vm)

∗→R v．ここで，帰納法の仮定より各 iについて ti
∗→R′ viとなるので，

s′ = f ′(t1
′, . . . , tm

′)
∗→R′ f ′(v1, . . . , vm)．さらに，補題 3.5より f ′(v1, . . . , vm)

∗→R′ v．

系 3.7. R′は十分完全性をもつ．
証明．補題 3.6とRの十分完全性より成立する．

以上より，文脈移動法による変換の正当性が示される．

定理 3.8 (文脈移動法による変換の正当性). 文脈移動法により項書き換えシステムRからR′が得
られたとする．このとき，任意の基底項 sについて s↓R = s′↓R′ が成立する．ここで，s′は sに出
現するすべての f を f ′に置き換えた項である．
証明．RとR′の十分完全性と合流性より，s↓Rと s′↓R′ はそれぞれ一意に定まる基底構成子項であ
る．このとき補題 3.6から s′

∗→R′ s↓R であるため s↓R = s′↓R′ が成り立つ．

4 項書き換えシステムに対する文脈分割法

本節では，文脈分割法に基づく項書き換えシステムの変換を提案し，一定の条件のもとで変換が
正当性をもつことを示す．
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4.1 文脈分割法による項書き換えシステムの変換

関数型プログラムに対する文脈分割法 [6]は，末尾再帰呼び出しにおけるアキュムレータ引数位置
の文脈を，各分岐の共通文脈と各分岐固有の部分に分け，共通文脈を再帰呼び出しの外側へ，固有
部分をアキュムレータ位置へ移動する．また，再帰呼び出しを行わない分岐については，固有部分
のみを残す．文脈分割法の項書き換えシステムへの適用では，同様にアキュムレータ位置に出現す
る文脈を共通文脈と固有の部分項に分け，共通文脈を再帰呼び出しの外側に，固有部分項をアキュ
ムレータ位置に移動する．

定義 4.1 (項書き換えシステムに対する文脈分割法). 項書き換えシステムに対する文脈分割法は，
以下の項書き換えシステムRからR′への変換規則である．

R = RA0 ∪RA1 ∪RB0 ∪RB1 ∪RC

RA0 = {f(l̄i, z) → f(q̄i, C[ri, z]) (1 ≤ i ≤ m)

RA1 = {f(l̄i′ , z) → f(q̄i′ , z) (m+ 1 ≤ i′ ≤ m′)

RB0 = {f(l̄j , z) → C[rj , z] (m′ + 1 ≤ j ≤ n)

RB1 = {f(l̄j′ , z) → z (n+ 1 ≤ j′ ≤ n′)

RC = {lk → rk (n′ + 1 ≤ k ≤ p)

R = R′
A0 ∪R′

A1 ∪R′
B0 ∪R′

B1 ∪R′
C

R′
A0 = {f ′(l̄i) → C[f ′(q̄i), ri] (1 ≤ i ≤ m)

R′
A1 = {f ′(l̄i′) → f ′(q̄i′) (m+ 1 ≤ i′ ≤ m′)

R′
B0 = {f ′(l̄j) → rj (m′ + 1 ≤ j ≤ n)

R′
B1 = {f ′(l̄j′) → e (n+ 1 ≤ j′ ≤ n′)

R′
C = RC

さらにRA, RB, R
′
A, R

′
B を以下のように定義する．

RA = RA0 ∪RA1 R′
A = R′

A0 ∪R′
A1

RB = RB0 ∪RB1 R′
B = R′

B0 ∪R′
B1

RA0, RA1, R
′
A0, R

′
A1は f, f ′の再帰規則であり，RB0, RB1, R

′
B0, R

′
B1は f, f ′の非再帰規則である．

また，RA0, RB0, R
′
A0, R

′
B0は共通文脈Cを右辺にもつ規則およびそのような規則を変換して得られ

た規則，RA1, RB1, R
′
A1, R

′
B1は共通文脈 C が変換の前後で出現しない規則である．RC = R′

C は補
助関数に対応する規則である．RA ∪RB などの集合の和をRAB のように表記する．
変換対象の関数記号を f とし，変数 zをアキュムレータとよぶ．変換規則のCを共通文脈とよび，

V(C) = ∅とする．このとき，変換対象の f とアキュムレータ zは上記の変換規則で明示された場
所以外には出現しない．すなわち，以下が成立するものとする．

∀i(1 ≤ i ≤ p).f /∈ F(l̄i, q̄i, li, ri, C) ∧ z /∈ V(l̄i, q̄i, ri, C)

また，項 eは共通文脈Cの単位元となる基底構成子項であり，その定義は後述する．以下では，適
当な名前替えを行うことにより各書き換え規則は互いに異なる変数をもつものと仮定する．R′の規
則の左辺はRの規則の左辺に出現する f を f ′に置き換え，変換対象の規則で左辺の最後の変数 zを
取り除いたものである．よって，Rと同様R′も左線形かつ重なりがないため，R′は合流性をもつ．

例 4.2 (文脈分割法による変換例). 以下のRを文脈分割法によってR′へと変換する．

R =


Cat(Nil, z) → z

Cat(Cons(x, xs), z) → Cat(xs,App(z, x))

App(Nil, y) → y

App(Cons(x, xs), y) → Cons(x,App(xs, y))
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Rにおいて変換対象の関数記号はCat，アキュムレータは zである．共通文脈CはApp(�2,�1)で，
この文脈の単位元はNilとなる．

R′ =


Cat′(Nil) → Nil

Cat′(Cons(x, xs)) → App(x,Cat′(xs))

App(Nil, y) → y

App(Cons(x, xs), y) → Cons(x,App(xs, y))

4.2 文脈分割法による変換の正当性

ここでは，文脈分割法による変換の正当性，つまり，Rを変換して得られるR′はRで書き換え
る項と対応する項をRと同じ結果に書き換えられることを示す．
変換の正当性を保証するため文脈分割法の変換規則における共通文脈Cと文脈単位元 eについて

以下の 2つの条件を考える．これらの条件も文脈交換律と同様に [6]で提案された条件をもとに項
書き換えシステムの枠組みで再定式化したものとなっている．

定義 4.3 (文脈結合律). Cを文脈分割法の規則における共通文脈とする．このとき，以下の条件を
文脈結合律とよぶ．

∀θgc.C[C[x, y], z]θgc↓RC
= C[x,C[y, z]]θgc↓RC

定義 4.4 (文脈単位元). 文脈分割法の規則における共通文脈Cと文脈単位元 eについて以下の条件
を文脈単位元の条件とよぶ．

∀θgc.C[x, e]θgc↓RC
= C[e, x]θgc↓RC

= θgc(x)

補題 4.5. Rから R′ への文脈分割法による変換において文脈結合律と文脈単位元の条件を仮定す
る．ここで，C は文脈分割法の変換規則の共通文脈である．このとき，任意の基底構成子代入 θgc

と基底構成子項 vに対して，

f(x̄, z)θgc
∗→R v ⇒ C[f ′(x̄), z]θgc

∗→R′ v

が成立する．
証明．f(x̄, z)θgc

∗→R vと仮定する．f(x̄, z)θgcから vへの書き換え列は以下のようにおくことがで
きる．

f(x̄, z)θgc = f(l̄i1θ1, u1)

→RA
f(q̄i1θ1, u

′
1)

∗→RC
f(l̄i2θ2, u2)

→RA
f(q̄i2θ2, u

′
2)

...
∗→RC

f(l̄inθn, un)

→RB
u′n

∗→RC
v

ここで，u′k = C[rikθk, uk]または u′k = ukである．項 f(t̄, u)に適用できるRAの規則は uに影響さ
れない．よって上の書き換え列で f の最後の引数 ukもしくは u′kを一切書き換えない系列を考える
ことができる．このとき，

f(x̄, z)θgc
∗→R C[rjmθ

′
m, · · · , C[rj1θ

′
1, u1] · · · ]
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となっている．次にこのRの書き換え列に対応するR′による書き換え列を考える．RAB で f(t̄, u)

を書き換える場合に適用される規則は t̄によって決まり，R′
AB による f ′(t̄)の書き換えで適用可能

な規則と対応する．さらにRC = R′
C であるため，以下の書き換え列が得られる．

C[f ′(x̄), z]θgc = C[f ′(l̄i1θ1), u1]

→R′
A
C[Di1 [f

′(q̄i1θ1)], u1]

∗→R′
C
C[Di1 [f

′(l̄i2θ2)], u1]

→R′
A
C[Di1 [Di2 [f

′(q̄i2θ2)]], u1]

...
∗→R′

C
C[Di1 [· · ·Din−1 [f

′(l̄inθn)] · · · ], u1]

→R′
B
C[Di1 [· · ·Din−1 [r

′
in ] · · · ], u1]

ここで，r′in = rinθnまたは r′in = eであり，Dik = C[�, rikθk]またはDik = �である．また，文脈
単位元の条件よりC[e, rjmθ

′
m]↓RC

= rjmθ
′
m↓RC

であることから，この書き換え列の最終項はRC に
よって以下の項に書き換えられる．

C[C[· · ·C[rjmθ
′
m↓RC

, rjm−1θ
′
m−1], · · · , rj1θ′1], u1]

ここで，u1 ∈ T (C)，∀k.f, f ′ /∈ F(C, rjkθ
′
k)，文脈結合律より

v = C[rjmθ
′
m, C[rjm−1θ

′
m−1, · · · , C[rj1θ

′
1, u1] · · · ]]↓R

= C[rjmθ
′
m, C[rjm−1θ

′
m−1, · · · , C[rj1θ

′
1, u1] · · · ]]↓RC

= C[rjm(θ
′
m↓RC

), · · · , C[rj1(θ
′
1↓RC

), u1] · · · ]↓RC

= C[· · ·C[rjm(θ
′
m↓RC

), rjm−1(θ
′
m−1↓RC

)], · · · , u1]↓RC

= C[C[· · ·C[rjmθ
′
m↓RC

, rjm−1θ
′
m−1], · · · , rj1θ′1], u1]↓RC

= C[C[· · ·C[rjmθ
′
m↓RC

, rjm−1θ
′
m−1], · · · , rj1θ′1], u1]↓R′

よって，以下が成立する．

C[f ′(x̄), z]θgc
∗→R′ C[C[· · ·C[rjmθ

′
m↓RC

, rjm−1θ
′
m−1], · · · , rj1θ′1], u1]

∗→R′ v

補題 4.6. Rから R′ への文脈分割法による変換において文脈結合律と文脈単位元の条件を仮定す
る．このとき，任意の基底項 sと基底構成子項 vに対して，

s
∗→R v ⇒ s′

∗→R′ v

が成立する．ここで，s′は sに出現するすべての f(t̄, u)を C[f ′(t̄), u]で置き換えた項である．
証明．sに関する帰納法によって補題を示す．g ̸= f として s = g(t1, . . . , tm)の場合，Rの十分完
全性より各 iに対して ti

∗→R vi となる基底構成子項 vi が存在するため，sは s
∗→R g(v1, . . . , vm)

と書き換えられる．ここで仮定と R の合流性から g(v1, . . . , vm)
∗→R v である．帰納法の仮定か

らそれぞれの iについて ti
′ ∗→R′ vi が成り立つため s′ = g(t1

′, . . . tm
′)

∗→R′ g(v1, . . . , vm)であり，
g(v1, . . . , vm)

∗→RC
vであるため s′

∗→R′ vが成立．s = f(t1, . . . , tm)の場合も同様に各 iに対して
ti

∗→R viとなる基底構成子項 viが存在し，s
∗→R f(v1, . . . , vm)．仮定 s

∗→R vと Rの合流性より，
f(v1, . . . , vm)

∗→R v．ここで，補題 4.5よりC[f ′(v1, . . . , vm−1), vm]
∗→R′ v．したがって，帰納法の

仮定より s′ = C[f ′(t1
′, . . . , tm−1

′), tm
′]

∗→R′ C[f ′(v1, . . . , vm−1), vm]
∗→R′ v ．
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系 4.7. R′は十分完全性をもつ．
証明． s′をR′の基底項とし，s′に出現するすべての f ′(t̄)を f(t̄, e)で置き換えた項を sとする．Rの
十分完全性より s

∗→R uとなる基底構成子項uが存在する．補題 4.5の証明と同様にして，θgc(z) = e

となる任意の基底構成子代入 θgcに対して，

f(x̄, z)θgc
∗→R v ⇒ f ′(x̄)θgc

∗→R′ v

を示すことができる．よって，s′
∗→R′ uが成り立つ．

以上より，文脈分割法による変換の正当性が示される．

定理 4.8 (文脈分割法による変換の正当性). 文脈分割法により項書き換えシステムRからR′が得
られたとし，C を変換規則における共通文脈，eを共通文脈の単位元とする．このとき，任意の基
底項 sについて s↓R = s′↓R′が成立する．ここで，s′は sに出現するすべての f(t̄, e)を f ′(t̄)，u ̸= e

である uについてすべての f(t̄, u)を C[f ′(t̄), u]に置き換えた項である．
証明．RとR′の十分完全性と合流性より，s↓Rと s′↓R′ はそれぞれ一意に定まる基底構成子項であ
る．このとき補題 4.6より sに出現するすべての f(t̄, u)を C[f ′(t̄), u]で置き換えた項 s′′について
s′′

∗→R′ s↓R である．さらに，sに出現するすべての f(t̄, u)を u = eならば f ′(t̄)↓R′，u ̸= eなら
ば C[f ′(t̄), u]に置き換えた項 s′′′を考えると，文脈単位元の条件，系 4.7より書き換え s′′

∗→R′ s′′′

が得られる．一方，R′ の定義より s′
∗→R′ s′′′ であるため，R′ の合流性より s′

∗→R′ s↓R．よって，
s↓R = s′↓R′ が成立する．

5 変換の正当性を保証する条件の自動検証

本節では文脈移動法，文脈分割法の正当性を保証する条件である文脈交換律，文脈結合律，文脈
単位元の条件の自動証明に用いる書き換え帰納法について説明する．

定義 5.1 (帰納的定理 [10]). 任意の基底代入 σg について sσg
∗↔R tσg が成り立つとき，等式 s

.
= t

は帰納的定理であるといい，R |=ind s
.
= tと記す．また，等式集合 E の全ての等式がすべて Rの

帰納的定理であるときEをRの帰納的定理であるといい，R |=ind Eと記す．

帰納的定理の定義より，以下の性質がいえる．

補題 5.2. 十分完全性，合流性をもつ項書き換えシステムRについて，R |=ind s
.
= tが成立するな

らば，任意の基底構成子代入 σgc について sσgc↓R = tσgc↓Rが成り立つ．

本論文では，変換を適用する項書き換えシステムに十分完全性を仮定しており，左線形で重なり
がないことから合流性が言える．よって，文脈移動法において任意の i, j(1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n)に
ついてRC |=ind Ci[Cj [z]]

.
= Cj [Ci[z]が成立するならば，補題 5.2により任意の θgcについて文脈交

換律 Ci[Cj [z]]θgc↓RC
= Cj [Ci[z]]θgc↓RC

が成立する．文脈分割法においても同様に，対応する帰納
的定理が成立するならば，補題 5.2より文脈結合律および文脈単位元の条件が成立する．このこと
から，文脈交換律，文脈結合律，文脈単位元の条件を示すには，対応する等式が帰納的定理である
ことを証明すればよいことがわかる．
帰納的定理の自動証明法として書き換え帰納法 [10]が提案されている．本研究では，青戸 [2]に

よって拡張された書き換え帰納法を，変換の正当性を保証する条件の自動証明に用いる．書き換え
帰納法は，等式集合E，書き換え規則集合H，等式集合Kの組 ⟨E,H,K⟩に対する推論規則として
与えられる [2]．Eは証明すべき等式，H は帰納法の仮定または証明された定理，K は簡約化順序
がつけられない等式集合となる．⟨E, ∅, ∅⟩に書き換え帰納法の推論規則を適用し，⟨∅,H,K⟩が得ら
れたならばR |=ind E，推論規則Disproof が適用されたならば反証成功でありR ̸|=ind Eである [2]．
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本研究で実装を行う書き換え帰納法の手続きを以下に示す．

書き換え帰納法の手続き
入力 : 証明する等式 s

.
= t，十分完全性をもつ項書き換えシステムR，関数記号上の擬順序関係&F

出力 : s
.
= tが帰納的定理であることを証明できた場合 true，帰納的定理でない場合 false

1. 擬順序関係&F から生成される辞書式経路擬順序よりRの停止性を判定する．失敗した場合
は終了する．

2. 入力されたRの合流性を危険対解析に基づき判定する．失敗した場合は終了する．

3. 書き換え帰納法の規則に対応する組を ⟨E,H,K⟩ = ⟨{s .
= t}, ∅, ∅⟩として初期化する．

4. ⟨E,H,K⟩に書き換え帰納法の推論規則を適用する．E が空になった場合，証明は成功して
true を返す．反証に成功した場合 false を返す．

5. 4を繰り返す．ただし，一定の回数 n以上繰り返された場合はその時点で打ち切り，失敗した
ことを表示したのち終了する．

6 項書き換えシステムの自動変換

本節では，これまでで説明した項書き換えシステムの変換手法に基づき実装した自動変換システ
ムについて述べる．また，自動変換実験により本システムが項書き換えシステムを正しく変換でき
ることを確かめる．

6.1 項書き換えシステムの自動変換手続き

実装した文脈移動法および文脈分割法による変換手続きを以下に示す．

文脈移動法・文脈分割法による変換手続き
入力 : 十分完全性をもつ項書き換えシステムR，変換対象の関数記号 f，関数記号上の擬順序関係
&F

出力 : Rを変換して得られるR′

1. 擬順序関係&F から生成される辞書式経路擬順序よりRの停止性を判定する．失敗した場合
は終了する．

2. 入力されたRの合流性を危険対解析に基づき判定する．失敗した場合は終了する．

3. Rが変換適用可能な形か否かの判定を行う．適用可能な形でない場合は終了する．このとき，
文脈移動法であれば移動文脈，文脈分割法であれば共通文脈を抽出する．文脈分割法で共通
文脈となりうる文脈が複数存在する場合，そのうち最大の文脈を共通文脈とする．

4. 得られた文脈から変換の正当性を保証する条件を調べる．いずれの場合も証明に失敗した場
合は終了する．

文脈移動法の場合 すべての i, j(1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n)について RC，>F を用いた書き換え
帰納法によりRC |=ind Ci[Cj [z]]

.
= Cj [Ci[z]]を証明する．

文脈分割法の場合 RC，>Fを用いた書き換え帰納法によりRC |=ind C[C[x, y], z]
.
= C[x,C[y, z]]

を証明する．さらに，RC |=ind C[x, e]
.
= x,C[e, x]

.
= xをみたす文脈単位元 eの候補を

生成し，書き換え帰納法により証明する．予め定められたサイズ以下の eの候補すべて
について証明に失敗した場合終了する．
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5. 適用する変換手法の規則に従いRよりR′を生成し出力する．

以上の変換手続きを用いて，項書き換えシステムの自動変換実験，書き換え帰納法による帰納的定
理の自動証明実験を行う．

6.2 自動変換システムの実装

文脈移動法・文脈分割法による項書き換えシステム変換手続きと，書き換え帰納法に基づく帰納
的定理自動証明手続きを，関数型言語 Standard ML of New Jersey[1]を用いて実装した．文脈移動
法については，変換適用可能な形か否かの判定手続きと実際の変換手続き，文脈交換律の書き換え
帰納法による判定手続きを実装した．文脈分割法による項書き換えシステムの変換手続きについて
も同様に変換適用可能な形か否かの判定手続き，実際の変換手続きを実装し，文脈結合律，文脈単
位元の条件の書き換え帰納法による判定手続きを実装した．実装した行数は文脈移動法が約 80行，
文脈分割法が約 120行，書き換え帰納法が約 250行となっている．以下に自動変換システムの動作
例として，自然数の乗算を行う項書き換えシステムを変換した例を示す．

- printrules mult;

[ Mult(0, y, z) -> z,

Mult(S(x), y, z) -> Mult(x, y, Add(y, z)),

Add(0, y) -> y,

Add(S(x), y) -> S(Add(x, y)) ]

- val mult’ = CM.context_moving mult "Mult" order;

transformation finished : 4[ms]

- printrules mult’;

[ Mult’(S(x), y, z) -> Add(y, Mult’(x, y, z)),

Mult’(0, y, z) -> z,

Add(0, y) -> y,

Add(S(x), y) -> S(Add(x, y)) ]

6.3 自動変換実験

本システムによる項書き換えシステムの変換実験結果と，その実行時間 (単位ミリ秒)を表 1に示
す．実験に用いた例は，総減算の機能をもつ項書き換えシステム以外は文献 [5]で与えられたプロ
グラムを項書き換えシステムに置き換えたものである．[5]のプログラムのうち，項書き換えシステ
ムで自然に表現することが可能である例を実験例として選んだ．変換結果は，○は変換成功，×は
変換失敗，×∗は正当性を保証する条件をみたすが書き換え帰納法による証明が失敗をそれぞれ表
す．また，実行時間が 10秒を超えた場合はタイムアウトとして実験を打ち切った．
全 26例に対して文脈移動法と文脈分割法両方の変換実験を行い，文脈移動法の成功例が 18例，

失敗例 8例となり，文脈分割法の成功例が 12例，失敗例 14例となった．両方で成功した例は 7例
であった．また，書き換え帰納法による条件の証明が停止しない例が文脈移動法において 2例，文
脈分割法において 4例見られた．本実験では，7割以上の例についていずれかの変換法で変換に成
功した．よって，書き換え帰納法に基づく帰納的定理証明と組み合わせることで全自動変換は可能
であるといえる．また，実験では文脈移動法か文脈分割法どちらかしか成功しない例が多く見られ
た．このことから，変換を用いた自動証明においても，両者の併用が有効であると考えられる．以
下では，両方で変換に成功する例，どちらか一方で変換に成功する例，条件を満たさず失敗する例，
条件は正しいが証明に失敗する例からそれぞれの代表的な例を示す．
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表 1. 項書き換えシステム変換の実験結果

文脈移動法 文脈分割法
R 変換結果 実行時間 [ms] 変換結果 実行時間 [ms]

加算 ○ 0 × 0

乗算 ○ 2 ○ 0

乗算 (2) ○ 0 × 0

2倍 ○ 0 × 0

1/2 ○ 0 × 0

二進対数 ○ 0 × 0

2の冪 ○ 0 × 0

除算 ○ 0 × 0

リスト長 ○ 0 × 0

総減算 ○ 12 × 0

三角数 ○ 3 ○ 0

リスト和 ○ 2 ○ 0

重み付き総和 ○ 106 ○ 0

階乗 ×∗ タイムアウト ×∗ 2

冪乗 ×∗ タイムアウト ×∗ 2

最大要素 ○ 0 ×∗ 10

最小要素 ○ 0 ×∗ 3

Member ○ 25 ○ 6

Subset ○ 5 ○ 6

スカラー積 ○ 236 ○ 0

リスト結合 × 2 ○ 0

リスト反転 × 0 ○ 0

Filter × 1 ○ 0

First × 0 ○ 0

Increment × 1 ○ 0

減算 × 0 × 0

例 6.1 (両方成功). 以下の乗算の項書き換えシステムRでは両方の変換が成功した．なお，以下で
は補助関数の規則については省略する．

R =

{
Mult(0, y, z) → z

Mult(S(x), y, z) → Mult(x, y,Add(y, z))

文脈移動法の変換システムによって得られた項書き換えシステムR′を以下に示す．

R′ =

{
Mult′(0, y, z) → z

Mult′(S(x), y, z) → Add(y,Mult′(x, y, z))

また，文脈分割法でも変換に成功し，Rとは異なる以下のR′′が得られた．

R′′ =

{
Mult′(0, y) → 0

Mult′(S(x), y) → Add(Mult′(x, y), y)

このようなどちらでも変換可能な項書き換えシステムは表 1でリスト和，Member関数などである．
これらはいずれも加算，論理演算といった交換律と結合律どちらもみたす演算をアキュムレータに
対して行なう．これらの演算では両方の変換が成功する． �
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例 6.2 (文脈移動法のみ成功).

R =

{
Suball(Nil, z) → z

Suball(Cons(x, xs), z) → Suball(xs,Minus(z, x))

総減算 Suball(l, x)は xからリスト lの要素すべてを取り除く．減算Minusは文脈交換律が成り立
つため文脈移動法で変換が可能である．自動変換システムによって以下の項書き換えシステムR′が
得られた．

R′ =

{
Suball′(Nil, z) → z

Suball′(Cons(x, xs), z) → Minus(Suball′(xs, z), x)

文脈分割法においては，文脈Minus(�2,�1)において結合律が成立しないため変換は失敗する．実際
の変換では文脈結合律を表す帰納的定理RC |=ind Minus(Minus(x, y), z)

.
= Minus(x,Minus(y, z))

の書き換え帰納法による証明において自動変換システムが false を返し終了した． �

例 6.3 (文脈分割法のみ成功).

R =

{
Cat(Nil, z) → z

Cat(Cons(x, y), z) → Cat(y,Append(z, x))

リストの結合を行う項書き換えシステムは文脈分割法のみで成功した．自動変換システムによって
以下のR′が得られた．

R′ =

{
Cat′(Nil) → Nil

Cat′(Cons(x, y)) → Append(x,Cat′(y))

文脈分割法のみ成功する例において共通文脈はどの例でも交換律が成り立たたず結合律が成り立つ
リストの結合Appendであった．変換手続きでは手続きの 4でRC |=ind Append(Append(x, y), z)

.
=

Append(Append(x, z), y)の証明の際自動変換システムが false を返し終了していた． �

例 6.4 (両方失敗).

R =

{
Minus(0, z) → z

Minus(S(x), S(z)) → Minus(x, z)

減算を行う項書き換えシステムは文脈移動法，文脈分割法どちらでも失敗した．この原因はRの 2

番目の規則左辺のアキュムレータの位置が S(z)となっているため変換が適用できる形とはなって
いないことである．変換手続きにおいては 3の段階で変換適用可能な形でないと判定され手続きが
終了した．この例ではプログラムを項書き換えシステムとして自然な形に直す作業に問題があった
と言える． �

例 6.5 (条件は成立するが証明に失敗).

R =

{
Maxlist(Nil, z) → z

Maxlist(Cons(x, xs), z) → Maxlist(xs,Max(x, z))

最大要素Maxlist(l, 0)は自然数のリスト lから最大の要素を取り出す．文脈移動法において文脈交
換律を示すため書き換え帰納法を適用する等式はMax(x,Max(y, z)) = Max(y,Max(x, z))，文脈
分割法における文脈結合律はMax(Max(x, y), z) = Max(x,Max(y, z))となるが，文脈結合律の証
明において書き換え帰納法の手続きが一定回数以上繰り返されたため変換に失敗した． �
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7 変換を利用した帰納的定理の自動証明

本節では，末尾再帰規則を持つ項書き換えシステムRに基づく書き換え帰納法では証明が困難な
帰納的定理が，文脈移動法および文脈分割法を用いてRをR′に変換し，R′に基づく書き換え帰納
法を用いることで証明できる場合があることを明らかにする．
本研究で実装した変換を組み合わせた書き換え帰納法による証明手続きを以下に示す．

変換を組み合わせた書き換え帰納法の手続き
入力 : 証明する等式 s

.
= t，十分完全性をもつ項書き換えシステムR，関数記号上の擬順序関係&F

出力 : s
.
= tが帰納的定理であることを証明できた場合 true，帰納的定理でない場合 false

1. 書き換え帰納法によるR |=ind s
.
= tの証明を 5節の手続きを用いて試みる．帰納的定理かそ

うでないかが定まった場合その結果を返して終了する．

2. Rそのままでの証明に失敗した場合，Rに含まれる規則の形から末尾再帰で定義された関数
の規則集合を探す．発見できなかった場合失敗したことを出力し終了する．

3. 2で発見した末尾再帰規則を文脈移動法が適用可能であれば文脈移動法，そうでない場合文脈
分割法が適用可能であれば文脈分割法によって変換を行い新たな項書き換えシステムR′を得
る．変換が全くできない場合は失敗したことを出力し終了する．

4. 3で得られた R′ によって R′ |=ind s′
.
= t′ の証明を試みる．ここで s′, t′ はそれぞれ s, tに出

現する項 f(t̄, s)をすべて 3で適用した変換に応じて対応する項 (文脈移動法を適用した場合
f ′(t̄, s)，文脈分割法の場合共通文脈をC，単位元を eとして s = eならば f ′(t̄)，s ̸= eならば
C[f ′(t̄), s])に置き換えた項である．帰納的定理であるかそうでないかが定まれば trueか false

を返し，失敗した場合は失敗したことを出力して終了する．

この手続きにより自動定理証明の実験を行った結果を表 2に示す．表 2は実験を行った 34例を示
し，変換前と変換後ともに証明に成功した例が 8例，変換後に証明が成功した例が 14例，変換後も
証明に失敗した例が 12例となっている．各実験例については証明の対象となる帰納的定理，末尾再
帰規則で規則を定義した関数記号，末尾再帰規則を単純再帰規則に変換する前後の証明結果を示し
ている．帰納的定理はいずれも予め正しいことが確かめられたものであるため，成功例では関数が
true を返し失敗例では証明が打ち切られるという結果となっている．
表 2の実験結果より，証明に失敗する自明でない帰納的定理が項書き換えシステムの変換によっ

て証明可能となる例を多数確認できた．したがって，書き換え帰納法に基づく帰納的定理の自動証
明において，項書き換えシステムの変換がしばしば有効となる場合があるといえる．
以下では変換前と変換後の証明結果ごとに代表的な例を示す．

例 7.1 (変換前・変換後成功). 変換前・変換後ともに書き換え帰納法による証明が成功する帰納的
定理Mult(x, 0, 0)

.
= 0は以下の項書き換えシステムR(Addの規則省略)に基づく証明を行った．

R =

{
Mult(0, y, z) → z

Mult(S(x), y, z) → Mult(x, y,Add(y, z))

末尾再帰関数の帰納法による証明の問題点は，アキュムレータ引数が再帰呼び出しの度に変化す
るため，帰納法の仮定を用いることができないことである．上記の例では，Multの第三引数 zが
Add(y, z)に変化している．今回証明すべき帰納的定理では y = 0であるため，Add(0, z) →R zな
ので実質的に zは変化しない．よって，帰納法の仮定を適用できるため証明が成功した．変換前と
変換後でともに証明が成功する例では，同様に実質的にアキュムレータが変化しない例や，通常の
書き換えのみで証明できる例がほとんどであった． �
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表 2. 証明実験の結果

帰納的定理 末尾再帰関数 変換前 変換法 変換後
Plus(0, x)

.
= x P lus 成功 移動 成功

Plus(x, y)
.
= Plus(y, x) Plus 成功 移動 成功

Plus(Plus(x, y), z)
.
= Plus(x, P lus(y, z)) Plus 成功 移動 成功

Mult(S(0), x, 0)
.
= x Mult 成功 移動 成功

Mult(x, 0, 0)
.
= 0 Mult 成功 移動 成功

Mult(x, 0, 0)
.
= Mult(0, x, 0) Mult 成功 移動 成功

Sum(Cons(0, xs), 0)
.
= Add(0, Sum(xs, 0)) Sum 成功 移動 成功

Length(App(Nil, x), 0)
.
= Length(x, 0) Length 成功 移動 成功

Add(x, 0)
.
= x Add 失敗 移動 成功

Add(x,Minus(x, x))
.
= x Add 失敗 移動 成功

Mult(x, S(0), 0)
.
= x Mult 失敗 移動 成功

Double(S(x), 0)
.
= Add(Double(x, 0), S(S(0))) Add,Double 失敗 移動 成功

Double(x, 0)
.
= Mult(x, S(S(0)), 0) Mult,Double 失敗 移動 成功

Half(Double(x, 0), 0)
.
= x Double,Half 失敗 移動 成功

S(S(Mult(x, S(S(0)), 0)))
.
= Double(S(x), 0) Mult,Double 失敗 移動 成功

Quot(x, S(0), S(0), 0)
.
= x Quot 失敗 移動 成功

Length(App(x,Nil), 0)
.
= Length(x, 0) Length 失敗 移動 成功

Length(App(x, y), 0)
.
= Add(Length(x, 0), Length(y, 0)) Length 失敗 移動 成功

Sum(Cons(x, y), 0)
.
= Add(x, Sum(y, 0)) Sum 失敗 移動 成功

Sum(App(xs, ys), 0)
.
= Add(Sum(xs, 0), Sum(ys, 0)) Sum 失敗 移動 成功

Rev(App(x, y), Nil)
.
= App(Rev(y,Nil), Rev(x,Nil)) Rev 失敗 分割 成功

Length(xs)
.
= Length(Rev(xs,Nil)) Rev 失敗 分割 成功

Minus(Plus(x, x), x)
.
= x P lus 失敗 移動 失敗

Mult(x,Add(y, z))
.
= Add(Mult(x, y),Mult(x, z)) Add 失敗 移動 失敗

Add(x, x)
.
= Mult(x, S(S(0)), 0) Mult 失敗 移動 失敗

Quot(Mult(x, S(y), 0), S(y), S(y), 0)
.
= x Quot,Mult 失敗 移動 失敗

Double(x, 0)
.
= Add(x, x) Double 失敗 移動 失敗

Double(x, 0)
.
= Mult(S(S(0)), x) Double 失敗 移動 失敗

Log(Exp(S(S(0)), x, S(0)), 0)
.
= x Log,Exp 失敗 移動 失敗

Length(App(xs, xs), Nil)
.
= Double(Length(xs), Nil) Length 失敗 移動 失敗

Suball(x, Sum(x))
.
= 0 Suball 失敗 移動 失敗

Rev(Rev(xs,Nil), Nil)
.
= xs Rev 失敗 分割 失敗

Tri(S(x), 0)
.
= Quot(Mult(S(x), S(S(x))), S(S(0)), S(S(0)), 0) Tri 失敗 移動 失敗

Half(Length(Cons(0, xs)))
.
= Length(Fir(xs,Nil)) Fir 失敗 移動 失敗

例 7.2 (変換前失敗・変換後成功). 帰納的定理Half(Double(x, 0), 0)
.
= xは以下の項書き換えシス

テムRに基づく証明を行う．

R =



Double(0, z) → z

Double(S(x), z) → Double(x, S(S(z)))

Half(0, z) → z

Half(S(x), z) → z

Half(S(S(x)), z) → Half(x, S(z))

変換後に証明が成功する例では，変換後アキュムレータが変化しない形となり，帰納法の仮定が適用可
能となる．書き換え帰納法において帰納法の仮定に相当する規則は，この場合Half(Double(x, 0), 0) →
xである．帰納ステップで証明すべき等式はHalf(Double(S(x), 0), 0)

.
= S(x)となる．このとき，

Rによる書き換えではDoubleの第二引数が変化するため，帰納法の仮定の規則を適用することが
できない．文脈移動法による変換をDouble,Half それぞれに適用して得られるR′においては書き
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換えHalf(Double(S(x), 0), 0)
∗→R′ S(Half(Double(x, 0), 0))により，帰納法の仮定が適用できる

形となる．変換後に成功する例は，いずれもこのようなアキュムレータが変化しない形の規則とな
るため帰納法の仮定が適用できる例となった． �

例 7.3 (変換前・変換後失敗). 変換前と変換後ともに失敗する例では，多くの例が同じ変数を複数も
つ項を左辺か右辺にもっている．たとえば，帰納的定理Double(x, 0)

.
= Add(x, x)の証明では，帰

納法の仮定をDouble(x, 0) → Add(x, x)とすると帰納ステップに相当する等式Double(S(x), 0)
.
=

Add(S(x), S(x))を示すこととなる．帰納法の仮定を左辺に一度用いることで証明は成功するが，R

と帰納法の仮定の仮定を用いた書き換えの際適切な書き換えを行わなければ両辺は等しくならない．
これは変換によって解決する問題ではなく，現在のシステムにはそのような機能を実装していない
ため同じ変数を複数もつ例の多くで変換後も失敗という結果となった． �

8 まとめと今後の課題

本研究では，関数型プログラムについて提案されていた自動証明のためのプログラム変換法であ
る文脈移動法および文脈分割法を，項書き換えシステムを対象に再定式化し，その正当性を証明し
た．また，変換対象に仮定した十分完全性は変換後も保存されることを示した．文献 [6]で与えられ
た変換では，変換条件の自動証明についての検討は十分なされていなかった．本論文では，提案手
法に基づいた自動変換手続きと，書き換え帰納法に基づく帰納的定理自動証明手続きを実装し，こ
れらを組み合わせることで項書き換えシステムの自動変換を実現した．また，書き換え帰納法によ
る自動証明において，本手法の項書き換えシステムの自動変換が証明能力の向上に有効であること
を明らかにした．
本論文では，変換の対象を左線形で重なりがなく，十分完全性をもつ項書き換えシステムに制限

しているが，その制限を緩めることは今後の課題である．また，文献 [4]で提案されているパターン
に基づく項書き換えシステム変換は文脈移動法・文脈分割法とよく似た変換が可能であるため，本
研究との関係を考察することも課題として挙げられる．効率化のためのさまざまなプログラム変換
法 [8, 9]を参考に，より強力な自動証明のための項書き換えシステム変換法を開発することも興味
深い問題である．
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