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概 要 等式論理において，自然数やリストなどのデータ構造上で成立する等式を帰納
的定理とよぶ．等式が帰納的定理であるか否かは一般的には決定不能であるが，いくつ
かの部分クラスに対する決定手続きが知られている．Gieslら (2001,2003)の行なった被
覆集合帰納法に基づく決定手続きをもとに，Falkeら (2006)は書き換え帰納法に基づく
決定手続きを提案した．また，外山 (2002)は，書き換え帰納法に基づき帰納的定理の判
定問題を抽象的なリダクションシステムの等価性判定問題としてとらえることで，等式
が帰納的定理であるか否かを決定可能にする十分条件を示した．しかし，両者が保証し
ている決定可能な帰納的定理のクラス間には包含関係がない．そこで，本論文では Falke
らの手法をもとに外山の結果を拡張することで，従来よりも広い決定可能な帰納的定理
のクラスを示す．

1 はじめに

等式論理における帰納的定理とは，自然数やリストなどの帰納的なデータ構造上で成立する等式
のことをいう．一般に等式論理を固定したとき与えられた等式が帰納的定理か否かは決定不能であ
る．しかし，帰納的定理か否か決定可能となるための等式論理と等式の条件がいくつか知られてい
る．Gieslら [2, 3]は項書き換えシステムに基づく被覆集合帰納法をもちいて，完備かつ十分完全な
書き換えシステムに対して単純な等式が帰納的定理か否か決定可能となることを示した．さらに，
Falkeら [5]は被覆集合帰納法のかわりに書き換え帰納法 [6]に基づいて，等式に非線形変数が出現
したり，書き換え規則が相互再帰で定義されている場合についての帰納的定理か否か決定可能とな
る十分条件を示した．一方，外山 [7]は書き換え帰納法に基づいて，帰納的定理か否かを決定する
抽象的な条件を与え，等式が単純な場合に決定可能であることを示した．
Falkeら [5]の手法では，書き換え規則の右辺で定義関数記号が入れ子になることを禁止している

ので，書き換え規則に対する制限が必要となっている．一方，外山 [7]の手法は，書き換え規則に
対する制限は不要であるが，等式が単純でなければならないため，扱うことができる等式に制限が
ある．したがって，それぞれの手法で保証される決定可能な帰納的定理の集合間には包含関係がな
い．本論文では，この両者の手法を組み合わせることにより，等式については Falkeら [5]の条件，
書き換え規則については外山 [7]の条件をもちいることで，従来よりも広い決定可能な帰納的定理
のクラスを示す．
本論文の構成は以下の通りである．第 2節では，項書き換えシステムや帰納的定理について基本

的な用語や概念を説明する．第 3節では帰納的定理が決定可能となるための抽象条件について述べ，
第 4節では Falkeらの十分条件で用いられている概念を使って，帰納的定理が決定可能となるため
の具体的な十分条件を示す．第 5節では第 4節で示した十分条件をもとに等式が帰納的定理か決定
可能かを判定する手続きを示す．第 6節では手続きの実装と実験結果について報告する．最後に第
7節でまとめと今後の課題について述べる．
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2 準備

本節では，項書き換えシステムおよび帰納的定理に関する基本的な定義と記法を説明する．
関数記号の集合F，変数の集合 V 上の項の集合を T (F , V )で表す．また，項 tに現れる変数の集

合を V ar(t)，関数記号の集合を Fun(t)と記す．V ar(t) = ∅なる項 tを基底項といい，その集合を
T (F)で表す．定義関数記号の集合をD，構成子記号の集合を Cと表し，F = D∪CかつD∩C = ∅
とする．項 tが構成子項であるとは，t ∈ T (C,V)となることである．以下では，自明な場合を除
くために基底構成思考は 2個以上あるものと仮定する．項 tの部分項が sであることを s E tと表
す．項 f(t1, . . . , tn)について，f ∈ D, ti ∈ T (C,V) (i = 1, . . . , n)となるとき f(t1, . . . , tn)を基本
項という．部分項が基本項であるとき，基本部分項という．代入 σは V から T (F ,V)への写像で，
dom(σ) = {x | σ(x) ̸= x}が有限であるものをいう．また，ran(σ) = {σ(x) | x ∈ dom(σ)}とする．
ここで，dom(σ) = {x1, . . . , xn}, σ(xi) = ti (i = 1, . . . , n)のとき，σ = [x1 := t1, . . . , xn := tn]のよ
うに表記する．項 sに σを適用して得られる項を sσと記す．ran(θg) ⊆ T (F), ran(θgc) ⊆ T (C)なる
代入 θg, θgcを基底代入，基底構成子代入という．このとき，sθgと記した場合にはV ar(s) ⊆ dom(θg)

と約束する (sθgcも同様)．sσ = tσとなる代入 σが存在するとき，sと tは単一化可能であるとい
い，σを単一化子という．とくに任意の sσ′ = tσ′となる σ′について，σ′ = σ′′ ◦ σなる代入 σ′′が
存在するとき，単一化子 σを項 sと tの最汎単一化子といい，mgu(s, t)と記す．
書き換え規則 l→ rは，l ̸∈ VかつV ar(r) ⊆ V ar(l)をみたす項 lと rの組であり，項書き換えシス

テムRは書き換え規則の有限集合である．項書き換えシステムが構成子システムであるとは，すべて
の書き換え規則の左辺が基本項となることである．l→ r ∈ Rと文脈Cと代入 θが存在するとき，項
s = C[lθ]は t = C[rθ]に書き換えることができる．この書き換え関係を s→R tあるいは単に s→ tと
記す．Rをもちいてそれ以上書き換えることができない項をRの正規形といい，正規形の集合をNF

と記す． ∗→,
∗↔をそれぞれ→の反射推移閉包，→の等価閉包とする．無限書き換え s0 → s1 → · · · が

存在しないとき，Rは停止性をもつという．また，Rが ∀s, t, u.[s ∗→ t∧s ∗→ u⇒ ∃v. t ∗→ v∧u ∗→ v]

をみたすとき，Rは合流性をもつという．Rが十分完全とは ∀s ∈ T (F).∃t ∈ T (C).[s ∗→ t]が成立す
ることである．以降では，項書き換えシステムRを合流性，停止性，十分完全性をみたす構成子シ
ステムとする．
等式 s ≈ tが項書き換えシステムRにおける定理であるとは，s

∗↔ tをみたすことである．また，
等式 s ≈ tが Rにおける帰納的定理であるとは，sと tが任意の基底代入 θg : V → T (F)に対して
sθg

∗↔ tθg をみたすことである．例えば，次の項書き換えシステムRについて考える．

R :

0 + y → y

S(x) + y → S(x+ y)

このとき，等式 0 + x ≈ xはRの定理となる．また，x+ 0 ≈ xは定理でないが，帰納的定理であ
る．これは，基底項の構造に関する帰納法をもちいて ∀θg.[(x+ 0)θg

∗↔ xθg] が示せるためである．

3 帰納的定理決定性の基本条件

本節では，帰納的定理か否か決定するための基本条件を文献 [7]に基づいて与える．ただし，被覆
代入集合に基づいて与えた文献 [7]の基本条件に対して，本条件は最汎単一化子に基づいたより使い
やすい形で与えられており，複数の書き換え規則が追加されても判定できるように拡張されている．
T (F)2は T (F)× T (F)を表すものとすると，項書き換えシステムRに対して以下の補題が成立

する．

補題 3.1. 項書き換えシステムRに対して以下が成立する．

(↔ ∩ T (F)2)∗ = ∗↔ ∩ T (F)2
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証明. まず，(↔ ∩ T (F)2)∗ ⊆ ∗↔ ∩ T (F)2を示す．s0 ↔ s1 ↔ · · · ↔ sn(si ∈ T (F), 0 ≤ i ≤ n)な
る項の列を考える．このとき，s0, sn ∈ T (F)なので成立する．次に，(↔ ∩ T (F)2)∗ ⊇ ∗↔ ∩T (F)2

を示す．s0 ↔ s1 ↔ · · · ↔ sn(s0, sn ∈ T (F))なる項の列を考える．ここで，W =
∪

i V ar(si)とお
き，θg(x) = u(ただし，u ∈ T (F), x ∈ W )なる代入 θg をとる．このとき，s0 = s0θg ↔ s1θg ↔
· · · ↔ snθg = snとなるので成立する．

文献 [7]の補題 1を参考に以下の補題を示す．

補題 3.2. 項書き換えシステムR1, R2が以下の条件をみたしているとする．

(i) R1 ⊆ R2．

(ii) R2は停止性をみたす．

このとき，以下が成立する．

∀s, t ∈ T (F).[s→R2 t⇒ ∃u. s→R1

∗→R2 u
∗←R2 t]⇒ ∗↔R1 ∩ T (F)2 = ∗↔R2 ∩ T (F)2 (1)

証明.
∗↔R1∩T (F)2 ⊆

∗↔R2∩T (F)2は (i)より明らか．次に ∗↔R1∩T (F)2 ⊇
∗↔R2 ∩T (F)2を示す．ま

ず，∗→R2 ∩T (F)2 ⊆
∗↔R1 ∩T (F)2を示す．(ii)よりR2は停止性をみたすので，s

∗→R2 t (s, t ∈ T (F))
なら s

∗↔R1 tとなることを，sに関する→R2についての整礎帰納法で証明する．s ∈ NFR2のときは
s = tより成立．s→R2 u

∗→R2 tについて，(1)の前提部分より，∃u′, s′[s→R1 s′
∗→R2 u′

∗←R2 u](図
1)．ここで，(i)より s →R2 s′．また，s′, u′, u ∈ T (F)に注意すると，帰納法の仮定より s′

∗↔R1

u′, u′
∗↔R1 u, u

∗↔R1 t となり，s
∗↔R1 tが得られる．よって， ∗→R2 ∩T (F)2 ⊆

∗↔R1 ∩T (F)2が示
された．これから，→R2 ∩T (F)2 ⊆

∗↔R1 ∩T (F)2となるので↔R2 ∩T (F)2 ⊆
∗↔R1 ∩T (F)2．よっ

て，補題 3.1から， ∗↔R2 ∩T (F)2 = (↔R2 ∩T (F)2)∗ ⊆ (
∗↔R1 ∩T (F)2)∗ =

∗↔R1 ∩T (F)2．

図 1. 補題 3.2の証明

補題 3.3. R2 = R1 ∪ {s→ t}とする．このとき，以下が成立する．

∀θg.sθg
∗↔R1 tθg ⇐⇒

∗↔R1 ∩ T (F)2 = ∗↔R2 ∩ T (F)2

証明. (⇐) s→ t ∈ R2だから，任意の θgについて sθg
∗↔R2 tθg．よって，仮定より任意の θgにつ

いて sθg
∗↔R1 tθg．

(⇒) Cg[sθg] →R2 Cg[tθg](ただし，Cg[sθg], Cg[tθg] ∈ T (F))を考えると，仮定より Cg[sθg]
∗↔1

Cg[tθg]となる．それ以外の場合，任意の項 s′, t′ について R2 = R1 ∪ {s → t}より s′ →R2 t′ ⇒
s′ →R1 t′となる．よって，以下が成立する．

↔R2 ∩ T (F)2 ⊆ ∗↔R1 ∩ T (F)2 ⊆ ∗↔R2 ∩ T (F)2 (2)
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ここで，(2)のそれぞれの反射推移閉包をとると，補題 3.1より

(↔R2 ∩ T (F)2)∗ = ∗↔R2 ∩ T (F)2

⊆ (
∗↔R1 ∩ T (F)2)∗ = ∗↔R1 ∩ T (F)2

⊆ (
∗↔R2 ∩ T (F)2)∗ = ∗↔R2 ∩ T (F)2

となる．以上より ∗↔R1 ∩ T (F)2 = ∗↔R2 ∩T (F)2．

補題 3.4. Rを十分完全な構成子システム，sを基本項とする．このとき，以下が成立する．

∀θgc.∃l→ r ∈ R.∃σ[mgu(s, l) = σ ∧ ∃θ′gc.sθgc = sσθ′gc = lσθ′gc]

証明. Rの十分完全性より，sθgc = lθなる l→ r ∈ Rと θが存在する．このとき，lは任意に名前変
えしてよいから sと lは単一化可能であり sと lの最汎単一化子 σが存在する．ここで，θgc = θ′gc ◦σ
なる代入 θ′gcを考えると，sθgc = sσθ′gc = lσθ′gcとなる．

補題 3.5. Rを十分完全な構成子システムとする．このとき，任意の基底代入θg についてsθg
∗→R sθgc

なる基底構成子代入 θgcが存在する．

証明. Rの十分完全性より任意の x ∈ dom(θg)について xθg
∗→R txなる項 tx ∈ T (C)が存在する．

よって，θgc(x) = tx(ただし，x ∈ dom(θg))となるよう θgcを定めればよい．

補題 3.6. R1を合流性と十分完全性をみたす構成子システムとし，R2 = R1 ∪ {s→ t}とする．ま
た，sは基本項，R2は停止性をみたすものとする．さらに，以下の条件を仮定する．

∀l→ r ∈ R1.∀σ.[mgu(s, l) = σ ⇒ ∃pσ, qσ ∈ T (C,V).sσ →R1

∗→R2 pσ ∧ tσ
∗→R2 qσ] (3)

このとき，以下が成立する．

∀σ.pσ = qσ ⇐⇒
∗↔R1 ∩ T (F)2 = ∗↔R2 ∩ T (F)2 (4)

証明. (⇒) 補題 3.2より，以下を示せば十分である (図 2)．

∀u, v ∈ T (F).[u→R2 v ⇒ ∃u′. u→R1

∗→R2 u′
∗←R2 v] (5)

u = Cg[sθg] →R2 v = Cg[tθg] を考える．このとき，補題 3.4 と補題 3.5 および仮定 (3) をもち
いて Cg[sθg]

∗→R1 Cg[sθgc] = Cg[sσθ
′
gc] →R1

∗→R2 Cg[pσσθ
′
gc] および Cg[tθg]

∗→R1 Cg[tθgc] =

Cg[tσθ
′
gc]

∗→R2 Cg[qσσθ
′
gc] が得られる．よって，(4)の前提部分から Cg[pσσθ

′
gc] = Cg[qσσθ

′
gc]よ

り (5)をみたす (図 3)．
(⇐)以下の対偶を示す．

∃σ.pσ ̸= qσ =⇒ ∗↔R1 ∩ T (F)2 ̸= ∗↔R2 ∩ T (F)2 (6)

pσ ̸= qσ とすると，|T (C)| ≥ 2より以下をみたす基底構成子代入 θ′gcが存在する (図 4)．

sσθ′gc →R2 tσθ′gc ∧ sσθ′gc →R1

∗→R2 pσθ
′
gc ∧ tσθ′gc

∗→R2 qσθ
′
gc ∧ pσθ

′
gc ̸= qσθ

′
gc (7)

ここで，R1 ⊆ R2より，(7)から pσθ
′
gc

∗↔R2 qσθ
′
gc となるが，pσθ

′
gc, qσθ

′
gc ∈ T (C)よりこれらがR1

の正規形であることとR1の合流性より pσθ
′
gc ̸

∗↔R1 qσθ
′
gc となる．

以上の補題から以下の定理が成り立つ．

定理 3.7. R1を合流性と十分完全性をみたす構成子システムとし，R2 = R1 ∪ {s→ t}とする．ま
た，sは基本項，R2は停止性をみたすものとする．さらに，以下の条件を仮定する．

∀l→ r ∈ R1.∀σ.[mgu(s, l) = σ ⇒ ∃pσ, qσ ∈ T (C,V).sσ →R1

∗→R2 pσ ∧ tσ
∗→R2 qσ] (8)

このとき，以下が成立する．

∀σ.pσ = qσ ⇐⇒ ∀θg.sθg
∗↔R1 tθg
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図 2. 補題 3.6の証明 (1)

図 3. 補題 3.6の証明 (2)

図 4. 補題 3.6の証明 (3)

証明. 補題 3.6および補題 3.3より成立．

補題 3.6と定理 3.7は以下のように一般化できる．

補題 3.8. R1を合流性と十分完全性をみたす構成子システムとし，R2 = R1 ∪ {si → ti}iとする．
また，siは基本項，R2は停止性をみたすものとする．このとき，以下の条件を仮定する．

∀si.∀l→ r ∈ R1.∀σ.[mgu(si, l) = σ ⇒ ∃piσ, qiσ ∈ T (C,V).sσ →R1

∗→R2 piσ ∧ tσ
∗→R2 qiσ]

このとき，以下が成立する．

∀i.∀σ.piσ = qiσ ⇐⇒
∗↔R1 ∩ T (F)2 = ∗↔R2 ∩ T (F)2

証明. 補題 3.6と同様に証明できる．

定理 3.9. R1を合流性と十分完全性をみたす構成子システムとし，R2 = R1 ∪ {si → ti}iとする．
また，siは基本項，R2は停止性をみたすものとする．このとき，以下の条件を仮定する．

∀si.∀l→ r ∈ R1.∀σ.[mgu(si, l) = σ ⇒ ∃piσ, qiσ ∈ T (C,V).sσ →R1

∗→R2 piσ ∧ tσ
∗→R2 qiσ]

このとき，以下が成立する．

∀i.∀σ.piσ = qiσ ⇐⇒ ∀i.∀θg.siθg
∗↔R1 tiθg

証明. 定理 3.7と同様に証明できる．

4 帰納的定理決定可能性の十分条件

以下では第 3節で与えた基本条件をもちいて，書き換え帰納法に基づく帰納的定理決定可能性の
より具体的な条件を与える．4.1節では帰納的位置と非帰納的位置をもちいて基本的な条件を与え
る．4.2節ではこれを非線形な変数出現がある等式へ，4.3節では与えられた規則が相互再帰であっ
た場合へ拡張する．
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4.1 帰納的位置に基づく十分条件

外山 [7]や Gieslら [2, 3]の条件は等式の左辺を f(x1, . . . , xn)の形に限定していた．それに対し
て，Falkeらは f(x1, . . . , xn)の形以外の基本項を取り扱うために帰納的位置，非帰納的位置の概念
を導入した．

定義 4.1. (帰納的位置 [5]) f を定義関数記号とする．以下の条件をみたす f の引数位置 iを f の非
帰納的位置とよぶ．
任意の f(l1, . . . , ln)→ r ∈ Rについて，

1. li ∈ V，かつ

2. ∀f(r1, . . . , rn) E r. li = ri．

iが非帰納的位置でないとき，iは帰納的位置であるという．また，Ind(f), Ind(f)はそれぞれ f の
帰納的位置の集合，非帰納的位置の集合を表す．

例 4.2. 次の項書き換えシステムRを考える．

R :

f(0, y)→ y

f(S(x), y)→ f(f(x, y), y)

このとき，Ind(f) = {1}, Ind(f) = {2}となる．

以下では，一般性を失うことなく，f(l1, . . . , lk) → r ∈ R において k = m + n, Ind(f) =

{1, . . . ,m}, Ind(f) = {m+1, . . . ,m+n}とおく．このとき，非帰納的位置の条件 1より lm+1, . . . , lk

は変数となるので f(l1, . . . , lk)→ rは f(l1, . . . , lm, y1, . . . , yn)→ rと表すことができる．このとき，
同じく非帰納的位置の条件2より任意のrの部分項r′ = f(r1, . . . , rk)について，rm+i = yi(1 ≤ i ≤ n)

なので，r′ = f(r1, . . . , rm, y1, . . . , yn)となることに注意する．
帰納的位置の概念をもちいて，以下の定理を示す．

定理 4.3. Rを合流性，停止性，十分完全性をみたす構成子システムで，D = {f}とする．以下の
条件をみたすとき，等式 f(x1, . . . , xm, s1, . . . , sn) ≈ tがRの帰納的定理か否かは決定可能である．

(i) R′ = R ∪ {f(x1, . . . , xm, s1, . . . , sn)→ t}は停止性をもつ．

(ii) x1, . . . , xmは相異なる変数．

(iii) s1, . . . , sn, t ∈ T (C,V)．

(iv) xi ̸∈ V ar(sj) (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n)．

証明. Rの十分完全性より書き換え規則f(l1, . . . , lm, y1, . . . , yn)→ r ∈ Rとσ = mgu(f(x1, . . . , xm,

s1, . . . , sn), f(l1, . . . , lm, y1, . . . , yn))なる代入σが存在して，f(x1, . . . , xm, s1, . . . , sn)σ = f(l1, . . . , lm,

y1, . . . , yn)σ →R rσ が成立する．このとき，s1, . . . , sn ∈ T (C,V)および Rが構成子システムであ
ることから，ran(σ) ⊆ T (C,V)となることに注意する．
以下では，rσ

∗→{f(x1,...,xm,s1,...,sn)→t} u ∈ T (C,V)となる uが存在することを示す．この性質を一
般化して得られる性質

∀r′ E r.∃u′. r′σ ∗→{f(x1,...,xm,s1,...,sn)→t} u
′ ∈ T (C,V) (9)

を r′の構造に関する帰納法で証明する．
(Case 1)r′ = x ∈ V のとき．ran(σ) ⊆ T (C,V)より r′σ = xσ ∈ T (C,V)．
(Case 2)r′ = f(r1, . . . , rm, y1, . . . , yn)のとき．帰納法の仮定より，riσ

∗→{f(x1,...,xm,s1,...,sn)→t} ui ∈
T (C,V)(1 ≤ i ≤ m)となるu1, . . . , umが存在する．また，σ = mgu(f(x1, . . . , xm, s1, . . . , sn), f(l1, . . . ,

lm, y1, . . . , yn))であることからyjσ = sjσ(1 ≤ j ≤ n)となる．よって，r′σ = f(r1σ, . . . , rmσ, y1σ, . . . ,
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ynσ) = f(r1σ, . . . , rmσ, s1σ, . . . , snσ)
∗→{f(x1,...,xm,s1,...,sn)→t} f(u1, . . . , um, s1σ, . . . , snσ)．ここで，

代入 θを

θ(x) =

ui (x = xiのとき)

xσ (それ以外)

とおく．すると，条件 (ii)よりxiθ = ui(1 ≤ i ≤ m)，条件 (iv)よりsjθ = sjσ(1 ≤ j ≤ n)が成立する．
したがって，f(u1, . . . , um, s1σ, . . . , snσ) = f(x1, . . . , xn, s1, . . . , sn)θ →{f(x1,...,xm,s1,...,sn)→t} tθ．こ
こで，θの定義から ran(θ) ⊆ T (C,V)であるから，t ∈ T (C,V)より tθ ∈ T (C,V)．
(Case 3)それ以外のとき．仮定より，D = {f}であるから，r′ = g(r1, . . . , rl), g ∈ C とおける．

帰納法の仮定より riσ
∗→{f(x1,...,xm,s1,...,sn)→t} ui ∈ T (C,V)(1 ≤ i ≤ l)となる．よって，r′σ =

g(r1σ, . . . , rlσ)
∗→{f(x1,...,xm,s1,...,sn)→t} g(u1, . . . , ul) ∈ T (C,V)．

以上より，性質 (9)が示された．よって，rσ
∗→R′ u ∈ T (C,V)なる uが存在する．ここで，tσ ∈

T (C,V)であることに注意すると，定理 3.7より，等式 f(x1, . . . , xm, s1, . . . , sn) ≈ tが帰納的定理か
否かは決定可能となる．

例 4.4. 次の項書き換えシステムRを考える．

R :

f(0, y, z)→ z

f(S(x), y, z)→ S(f(x, f(x, y, z), z))

このとき，定理 4.3をもちいて等式 f(x′, y′, S(0)) ≈ S(x′)が帰納的定理か否か決定可能かを判定
する．条件 (i)について，R′ = R ∪ {f(x′, y′, S(0))→ S(x′)}の停止性は辞書式経路順序 [1]をもち
いて容易に示せる．条件 (ii)から (iv)について判定するために f の帰納的位置と非帰納的位置を求
めると，Ind(f) = {1, 2}, Ind(f) = {3}となる．条件 (ii)について，等式の帰納的位置 {1, 2}にあ
る項 x′, y′は相異なる変数なので条件をみたす．条件 (iii)について，f ∈ Dであり，非帰納的位置
{3}にある項 S(0)および等式右辺 S(x′)は構成子項なので条件をみたす．条件 (iv)について，等式
の非帰納的位置にある項 S(0)には帰納的位置にある項 x′, y′が出現していないため，条件をみたし
ている．以上より，定理 4.3の条件がすべてみたされたので，帰納的定理か否かは決定可能である．
実際に，定理3.7をもちいて帰納的定理か否か調べる．f(0, y, z)→ z ∈ Rについてσ = mgu(f(x′, y′,

S(0)), f(0, y, z)) = [x′ := 0, y′ := y, z := S(0)] とおくと，f(x′, y′, S(0))σ = f(0, y, S(0)) →R

S(0) = S(x′)σとなる．また，f(S(x), y, z)→ S(f(x, f(x, y, z), z)) ∈ Rについて σ = mgu(f(x′, y′,

S(0)), f(S(x), y, z)) = [x′ := S(x), y′ := y, z := S(0)]とおくと，f(x′, y′, S(0))σ = f(S(x), y, S(0))

→R S(f(x, f(x, y,S(0)), S(0))) →R′ S(f(x, S(x), S(0))) →R′ S(S(x)) = S(x′)σ となる．よって，
この等式は帰納的定理である．

次に，定理 4.3を外山 [7]の条件及び Falkeら [5]の条件と比較する．外山 [7]の条件は以下の系で
表せる．

系 4.5. (外山 [7]の定理 2) Rを合流性，停止性，十分完全性をみたす構成子システムで，D = {f}
とする．以下の条件をみたすとき，等式 f(x1, . . . , xm) ≈ tが Rの帰納的定理か否かは決定可能で
ある．

(i) R′ = R ∪ {f(x1, . . . , xm)→ t}は停止性をもつ．

(ii) x1, . . . , xmは相異なる変数．

(iii) t ∈ T (C,V)．

例 4.4は定理 4.3をもちいると，帰納的定理か否か決定可能である．しかし，例 4.4の等式の左
辺 f(x′, y′, S(0))に変数でない項 S(0)が出現しているため，外山の条件 (系 4.5)を適用することが
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できない．また，書き換え規則 f(S(x), y, z)→ f(x, f(x, y, z), z)の右辺に定義関数 f が入れ子状に
出現しているため，後で示す Falkeらの条件 (系 4.9)も適用することができない．以上のことから，
定理 4.3は外山の条件と Falkeらの条件の真の拡張となっていることがわかる．

4.2 等式左辺に非線形な変数が出現する場合の条件

4.1節で与えた条件では等式の左辺は相異なる変数 x1, . . . , xm に対して f(x1, . . . , xm, s1, . . . , sn)

の形であることが必要であった．本節では，xi = xj なる場合 (このような xi, xj を非線形変数とい
う)でも判定可能となるように前節の定理を拡張する．

定義 4.6. 等式 f(x1, . . . , xm, s1, . . . , sn) ≈ tについて，Ind(f) = {1, . . . ,m}上の同値関係∼を以
下のように定義する．

i ∼ j ⇔ xi = xj

この同値関係∼をもちいて，非線形な変数をもつ等式について帰納的定理か否か決定可能となる
条件を以下で与える．

定理 4.7. Rを合流性，停止性，十分完全性をみたす構成子システム，D = {f}とする．以下の条
件をみたすとき，等式 f(x1, . . . , xm, s1, . . . , sn) ≈ tがRの帰納的定理か否かは決定可能である．

(i) R′ = R ∪ {f(x1, . . . , xm, s1, . . . , sn)→ t}は停止性をもつ．

(ii) x1, . . . , xm ∈ V, s1, . . . , sn, t ∈ T (C,V)．

(iii) f(l1, . . . , lm, y1, . . . , yn)→ r ∈ R, f(r1, . . . , rm, y1, . . . , yn) E rに対して，i ∼ jかつ liσ = ljσ

ならば，riσ = rjσ．

(iv) xi ̸∈ V ar(sj) (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n).

変数 x1, . . . , xmがすべて相異なるとき，i ∼ j ⇔ i = jより条件 (iii)が成立するのは明らかであ
る．つまり，定理 4.7は定理 4.3を一般化している．

証明. Rの十分完全性より書き換え規則f(l1, . . . , lm, y1, . . . , yn)→ r ∈ Rとσ = mgu(f(x1, . . . , xm,

s1, . . . , sn), f(l1, . . . , lm, y1, . . . , yn))なる代入σが存在して，f(x1, . . . , xm, s1, . . . , sn)σ = f(l1, . . . , lm,

y1, . . . , yn)σ →R rσ が成立する．このとき，s1, . . . , sn ∈ T (C,V)および Rが構成子システムであ
ることから，ran(σ) ⊆ T (C,V)となることに注意する．
以下では，rσ

∗→{f(x1,...,xm,s1,...,sn)→t} u ∈ T (C,V)となるような uが存在することを示す．この性
質を一般化して得られる性質

∀r′ E r.∃u′. r′σ ∗→{f(x1,...,xm,s1,...,sn)→t} u
′ ∈ T (C,V) (10)

を r′の構造に関する帰納法で証明する．
(Case 1)r′ = x ∈ V のとき．ran(σ) ⊆ T (C,V)より r′σ = xσ ∈ T (C,V)．
(Case 2)r′ = f(r1, . . . , rm, y1, . . . , yn), f ∈ Dのとき．帰納法の仮定より，riσ

∗→{f(x1,...,xm,s1,...,sn)→t}
ui ∈ T (C,V)(1 ≤ i ≤ m)なる u1, . . . , um が存在する．ここで，riσ = rjσならば ui = uj をみた
すように u1, . . . , umを定める．また，σ = mgu(f(x1, . . . , xm, s1, . . . , sn), f(l1, . . . , lm, y1, . . . , yn))

であることから，xiσ = liσ, yjσ = sjσ(1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n) となる．これより，r′σ =

f(r1σ, . . . , rmσ, y1σ, . . . , ynσ) = f(r1σ, . . . , rmσ, s1σ, . . . , snσ)
∗→{f(x1,...,xm,s1,...,sn)→t} f(u1, . . . , um,

s1σ, . . . , snσ)．ここで，i ∼ jをみたす i, jを考えると，xiσ = xjσより liσ = ljσとなる．よって，
条件 (iii)より riσ = rjσが得られるので，i ∼ jならば ui = uj が成立する．ここで，代入 θを

θ(x) =

ui (x = xiのとき)

xσ (それ以外)
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とおく．すると，i ∼ jとなる i, jについて ui = ujとなるため代入 θは矛盾なく定義されている．ま
た，条件 (iv)より siθ = siσとおけるので，f(u1, . . . , um, s1σ, . . . , snσ) = f(x1, . . . , xm, s1, . . . , sn)θ

→{f(x1,...,xm,s1,...,sn)→t} tθとなる．ここで，θの定義から ran(θ) ⊆ T (C,V)となることと t ∈ T (C,V)
より，tθ ∈ T (C,V)となる．
(Case 3)それ以外のとき．仮定D = {f}より r′ = g(r1, . . . , rl), g ∈ Cとなる．帰納法の仮定より

riσ
∗→{f(x1,...,xm,s1,...,sn)→t} ui ∈ T (C,V)(1 ≤ i ≤ l)となる．よって，r′σ = g(r1σ, . . . , rlσ)

∗→{f(x1,...,xm,s1,...,sn)→t} g(u1, . . . , ul) ∈ T (C,V)．
以上より，性質 (10)が示された．よって，rσ ∗→R′ u ∈ T (C,V)が得られる．ここで，tσ ∈ T (C,V)

であることに注意すると，定理 3.7より，等式 f(x1, . . . , xm, s1, . . . , sn) ≈ tが帰納的定理か否かは
決定可能となる．

例 4.8. 次の項書き換えシステムRを考える．

R :


f(S(x), S(y), S(z), w)→ f(x, f(x, y, z, w), f(x, y, z, w), w) (1)

f(0, y, z, w)→ w (2)

f(x, 0, z, w)→ w (3)

f(x, y, 0, w)→ w (4)

このとき，定理 4.7をもちいて等式 f(x′, y′, y′, S(0)) ≈ S(y′)が帰納的定理か否か決定可能かを判
定する．条件 (i)について，R′ = R ∪ {f(x′, y′, y′, S(0))→ S(x′)}の停止性は辞書式経路順序 [1]を
もちいて容易に示せる．条件 (ii)から (iv)を判定するために f の帰納的位置と非帰納的位置を求め
ると，Ind(f) = {1, 2, 3}, Ind(f) = {4}となる．条件 (ii)について，帰納的位置 {1, 2, 3}にある項
x′, y′は変数である．さらに，非帰納的位置 {4}にある項 S(0)および等式右辺 S(y′)はいずれも構成
子項である．以上より，条件 (ii)もみたされている．条件 (iii)について，各規則が条件をみたしてい
るかを調べる．規則 (2),(3),(4)の右辺には f(. . . )となる部分項が存在しないため，条件 (iii)をみた
しているのは自明である．規則 (1)について調べる．2 ∼ 3となることから S(y)σ = S(z)σとなる代
入 σを考えると，yσ = zσが成立する．よって，規則 (1)の部分項 f(x, f(x, y, z, w), f(x, y, z, w), w)

と f(x, y, z, w)について，

• f(x, f(x, y, z, w), f(x, y, z, w), w)については f(x, y, z, w)σ = f(x, y, z, w)σより条件成立

• f(x, y, z, w)については yσ = zσより条件成立

となるため，条件 (iii)をみたす．よって，この等式が帰納的定理か否かは決定可能である．
なお，実際に定理 3.7をもちいて帰納的定理か否か調べると，帰納的定理でないことがわかる．

次に，定理 4.7と Falkeら [5]の条件を比較する．Falkeら [5]の条件は以下の条件で表せる．

系 4.9. (Falkeら [5]の定理 9) Rを合流性，停止性，十分完全性をみたす構成子システムで，D = {f}
とする．さらに，R内の規則右辺に定義関数記号の入れ子がないとする．以下の条件をみたすとき，
等式 f(x1, . . . , xm, s1, . . . , sn) ≈ tがRの帰納的定理か否かは決定可能である．

(i) R′ = R ∪ {f(x1, . . . , xm, s1, . . . , sn)→ t}は停止性をもつ．
(ii) x1, . . . , xm ∈ V, s1, . . . , sn, t ∈ T (C,V)．
(iii) f(l1, . . . , lm, y1, . . . , yn)→ r ∈ R, f(r1, . . . , rm, y1, . . . , yn) E rに対して，i ∼ jかつ liσ = ljσ

ならば，riσ = rjσ．

(iv) xi ̸∈ V ar(sj) (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n).

Falkeら [5]は同値関係∼ではなく ImpEq集合をもちいて非線形変数が出現する場合の条件を与
えた．ただし，同値関係∼と ImpEq集合は等価なものである．また，Falkeらの条件 (系 4.9)では
Rの右辺に定義関数の入れ子を許していないため，例 4.4の判定はできない．そのため，定理 4.7は
Falkeらの条件の拡張となっていることがわかる．
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4.3 規則が相互再帰である場合の条件

規則が相互再帰になっている場合の帰納的定理が決定可能となる条件を与えるために，複数の関
数で共通している非帰納的位置を考える．

定義 4.10. (共通非帰納的位置) 定義関数記号は同一のアリティnをもつものとする．このとき，引
数位置 iがDの共通非帰納的位置であるとは以下をみたすことである．
任意の f(l1, . . . , ln)→ r ∈ Rについて，

• li ∈ V

• ∀g ∈ D. ∀g(r1, . . . , rn) E r. li = ri

Dの共通非帰納的位置の集合を Ind(D)で表す．

以下では，一般性を失うことなく，f(l1, . . . , lk) → r ∈ Rにおいて k = m + n, Ind(D) = {m +

1, . . . ,m + n}とおく．このとき，共通非帰納的位置の条件 1より lm+1, . . . , lk は変数となるので
f(l1, . . . , lk) → rは f(l1, . . . , lm, y1, . . . , yn) → rと表すことができる．このとき，同じく共通非帰
納的位置の条件 2より任意の rの部分項 r′ = g(r1, . . . , rk), g ∈ Dについて，rm+i = yi(1 ≤ i ≤ n)

だから r′ = g(r1, . . . , rm, y1, . . . , yn)となることに注意する．

定理 4.11. Rを合流性，停止性，十分完全性をみたす構成子システムとし，f ∈ Dは同一のアリティを
もつものとする．以下の条件をみたすとき，等式集合E = {f(x1, . . . , xm, s1, . . . , sn) ≈ tf | f ∈ D}
が帰納的定理か否かは決定可能である．

(i) R′ = R ∪ {l→ r | l ≈ r ∈ E}は停止性をもつ．

(ii) x1, . . . , xmは相異なる変数．

(iii) {s1 . . . , sn} ∪ {tf | f ∈ D} ⊆ T (C,V)．

(iv) xj ̸∈ V ar(sk)(1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ k ≤ n)．

証明. 任意の f(x1, . . . , xm, s1 . . . , sn)→ t ∈ E′ = {l→ r | l ≈ r ∈ E}について考える．Rの十分完
全性より，書き換え規則f(l1, . . . , lm, y1, . . . , yn)→ r ∈ Rとσ = mgu(f(x1, . . . , xm, s1, . . . , sn), f(l1,

. . . , lm, y1, . . . , yn))なる代入σ存在して，f(x1, . . . , xm, s1, . . . , sn)σ = f(l1, . . . , lm, y1, . . . , yn)σ →R

rσが成立する．このとき，s1, . . . , sn ∈ T (C,V)およびRが構成子システムであることから，ran(σ) ⊆
T (C,V)となることに注意する．
以下では，rσ

∗→E u ∈ T (C,V)となるような uが存在することを示す．この性質を一般化して得
られる性質

∀r′ E r.∃σ. r′σ ∗→E′ u′ ∈ T (C,V) (11)

を r′の構造に関する帰納法で証明する．
(Case 1)r′ = x ∈ V のとき．ran(σ) ⊆ T (C,V)より，r′σ = xσ ∈ T (C,V)
(Case 2)r′ = g(r1, . . . , rm, y1, . . . , yn), g ∈ Dのとき．帰納法の仮定より riσ

∗→E′ ui ∈ T (C,V)(1 ≤
i ≤ m)となるu1, . . . , unが存在する．また，σ = mgu(f(x1, . . . , xm, s1, . . . , sn), f(l1, . . . , lm, y1, . . . , yn))

であるから yjσ = sjσ(1 ≤ j ≤ n) となる．よって，r′σ = g(r1σ, . . . , rmσ, y1σ, . . . , ynσ) =

g(r1σ, . . . , rmσ, s1σ, . . . , snσ)
∗→E′ g(u1, . . . , um, s1σ, . . . , snσ)．ここで，

θ(x) =

ui (x = xiのとき)

xσ (それ以外)

とおくと，条件 (ii)より xiθ = ui(1 ≤ i ≤ m)となり，条件 (iv)より sjθ = sjσ(1 ≤ j ≤ n)となるの
で，g(x1, . . . , xm, s1, . . . , sn)→ tg ∈ E′よりg(u1, . . . , um, s1σ, . . . , snσ) = g(x1, . . . , xm, s1, . . . , sn)θ →E′
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tgθ となる．ここで，θの定義から ran(θ) ⊆ T (C,V)となることと，tg ∈ T (C,V)より tgθ ∈ T (C,V)
となる．
(Case 3)それ以外のとき．r′ = g(r1, . . . , rn), g ∈ C となる．帰納法の仮定より riσ

∗→E′ ui ∈
T (C,V)(1 ≤ i ≤ m)となる．よって，r′σ = g(r1σ, . . . , rnσ)

∗→E′ g(u1, . . . , un) ∈ T (C,V)．
以上より，性質 (11)が示された．よって，rσ ∗→E′ u ∈ T (C,V)が得られる．ここで，tσ ∈ T (C,V)

であることに注意すると，定理 3.9より，等式集合Eの等式すべてがRの帰納的定理か否かは決定
可能となる．

例 4.12. 次の項書き換えシステムRを考える．

R :


f(S(x), y, z)→ f(g(x, y, z), f(x, y, z), z)

f(0, y, z)→ 0

g(S(x), y, z)→ g(f(x, y, z), f(x, y, z), z)

g(0, y, z)→ 0

このとき，定理 4.3をもちいて等式E = {f(x′, y′, S(0)) ≈ x′, g(x′, y′, S(0)) ≈ x′}が帰納的定理か否
か決定可能か判定する．条件 (i)について，R′ = R∪Eの停止性は停止性証明器 [4]をもちいて示すこ
とができる．条件 (ii)から (iv)を判定するためにDの共通非帰納的位置を求めると，Ind(D) = {3}
となる．以下では，Eの要素についてそれぞれ調べる．

• f(x′, y′, S(0)) ≈ x′について．条件 (ii)について，等式の共通非帰納的位置でない位置 {1, 2}
にある項 x′, y′は相異なる変数であるため，条件をみたす．条件 (iii)について，等式の共通非
帰納的位置 {3}にある項 S(0)及び等式右辺 x′は構成子項であるから条件をみたす．条件 (iv)

について，等式の共通非帰納的位置にある項 S(0)には共通非帰納的位置でない位置にある項
x′, y′が出現していないため条件をみたす．

• g(x′, y′, S(0)) ≈ S(x′)についても，同様に条件 (ii)から (iv)をみたす．

以上より，すべての規則で定理 4.11の条件をすべてみたしてるため，この等式が帰納的定理である
か否かは決定可能である．
なお，実際に定理 3.9をもちいて帰納的定理か否か調べると，帰納的定理でないことがわかる．

Falkeらは規則が相互再帰かつ等式左辺に変数が非線形に出現する場合の条件を示した．ここで
は，規則は相互再帰だが等式左辺に変数が線形に出現している場合のみを示している．

5 帰納的定理決定可能性判定手続き

以下では，4節で与えた帰納的定理決定可能性の十分条件に基づいて，等式が与えられた書き換
えシステムの帰納的定理か否かの決定可能性を判定する手続きを示す．

5.1 等式左辺に変数以外の項が出現する場合の決定可能性判定手続き

定理 4.3に基づき，等式左辺に変数以外の項が出現するときの基本的な場合についての帰納的定
理決定可能性判定手続きを示す．

帰納的定理決定可能性判定手続き 1

入力:等式 f(s1, . . . , sn) ≈ t

合流性，停止性，十分完全性をみたす構成子システムR(ただし，D = {f})
出力:判定結果

1. R′ = R ∪ {f(s1, . . . , sn)→ t}の停止性を調べる．
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2. Rから fの帰納的位置 Ind(f)と非帰納的位置 Ind(f)を調べる．このとき，最大となる Ind(f)

をとる．

3. 2.の結果をもちいて，集合 {s1, . . . , sn}を I = {si | i ∈ Ind(f)}, NI = {si | i ∈ Ind(f)}に分
割する．

4. I の要素がすべて相異なる変数か調べる．偽なら判定失敗を返す．

5. NI ∪ {t} ⊆ T (C,V)か調べる．偽なら判定失敗を返す．

6. 任意の xi ∈ I と si ∈ NI について，xi ̸∈ V ar(si)となるか調べる．結果が偽であれば判定失
敗を返す．

7. 判定成功を返す．

例 5.1. 以下の書き換えシステムRと等式を帰納的定理決定判定手続き 1に入力し，等式が帰納的
定理か否か決定可能か判定する．

R :

f(S(x), y, z)→ S(f(x, f(x, y, z), z))

f(0, y, z)→ z

等式:f(x′, y′, S(0)) ≈ S(x′)

1. R′ = R ∪ {f(x′, y′, S(0)) → S(x′)}の停止性を調べる．R′の停止性は辞書式経路順序により
容易に示せる．

2. Rから f の帰納的位置と非帰納的位置を調べると Ind(f) = {1, 2}, Ind(f) = {3}となる．

3. 2.で調べた位置をもとに集合 {x′, y′, S(0)}を分割すると I = {x′, y′}, NI = {S(0)}となる．

4. I の要素がすべて相異なる変数か判定すると x′, y′ ∈ V かつ x′ ̸= y′より真となる．

5. NI ∪ {S(x′)} ⊆ T (C,V)か調べると S(0), S(x′) ∈ T (C,V)より真となる．

6. 任意の xi ∈ I, si ∈ NI について，xi ̸∈ V ar(si)か調べると x′, y′ ̸∈ V ar(S(0))より真となる．

7. 判定成功を返す．

よって，等式 f(x′, y′, S(0)) ≈ S(x′)はRの帰納的定理であるか否かは決定可能である．

5.2 等式左辺に非線形な変数が出現する場合の決定可能性判定手続き

定理 4.7をもとに，等式左辺に変数以外の項が出現するときの帰納的定理決定可能性判定手続き
を以下のように定める．

帰納的定理決定可能性判定手続き 2

入力:等式 f(s1, . . . , sn) ≈ t

合流性，停止性，十分完全性をみたす構成子システムR(ただし，D = {f})
出力:判定結果
(手順 1から 3は帰納的定理決定可能性判定手続き 1と同じ)

4. I ⊆ V か調べる．偽なら判定失敗を返す．

5. NI ∪ {t} ⊆ T (C,V)か調べる．偽なら判定失敗を返す．

6. 任意の xi ∈ I と si ∈ NI について，xi ̸∈ V ar(si)となるか調べる．結果が偽であれば判定失
敗を返す．

7. i, j ∈ Ind(f), i ̸= jについて xi = xj か調べ，同値関係 i ∼ jを構成する．

8. すべての f(l1, . . . , ln)→ r ∈ Rについて以下を行う．
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8a. i ∼ jなる i, j(i < j)の組について σ = mgu(li, lj)を求める．

8b. ∀f(r1, . . . , rn) E rについて i ∼ j ⇒ riσ = rjσを判定する．i ∼ j ∧ riσ ̸= rjσなら判定
失敗を返す．

9. 判定成功を返す．

帰納的定理決定可能性判定手続き 2は帰納的定理決定可能性判定手続き 1と似ているが，手続き 2

については等式が線形である必要がないため 4.で線形か否かを調べておらず，7.以降で非線形変数
に関する調査が行われている．

例 5.2. 以下の書き換えシステムRと等式を帰納的定理決定可能性判定手続き 2に入力し，等式が
帰納的定理か否か決定可能か判定する．

R :


f(S(x), S(y), S(z), w)→ f(x, f(x, y, z, w), f(x, y, z, w), w)

f(0, y, z, w)→ w

f(x, 0, z, w)→ w

f(x, y, 0, w)→ w

等式:f(x′, y′, y′, S(0)) ≈ S(x′)

1. R′ = R ∪ {f(x′, y′, y′, S(0))→ S(x′)}の停止性を調べる．R′の停止性は辞書式経路順序によ
り容易に示せる．

2. Rから f の帰納的位置と非帰納的位置を調べると Ind(f) = {1, 2, 3}, Ind(f) = {4}となる．

3. 2.で調べた位置をもとに集合 {x′, y′, S(0)}を分割すると I = {x′, y′}, NI = {S(0)}となる．

4. I ⊆ V か調べると x′, y′ ∈ V より真である．

5. NI ∪ {S(x′)} ⊆ T (C,V)か調べると S(0), S(x′) ∈ T (C,V)より真である．

6. 任意の xi ∈ I と si ∈ NI について，xi ̸∈ V ar(si)となるか調べると x′, y′ ̸∈ S(0)より真で
ある．

7. i, j ∈ Ind(f), i ̸= jについて xi = xj か調べ，同値関係 i ∼ jを構成すると 2, 3 ∈ Ind(f)につ
いて x2 = x3 = y′より，∼ ∩{(i, j | i < j)} = {(2, 3)}である．

8. それぞれの規則について 8a.から 8b.を行う．

• f(S(x), S(y), S(z), w)→ f(x, f(x, y, z, w), f(x, y, z, w), w)について．

8a. 2 ∼ 3について σ = mgu(S(y), S(z))を求めると σ = [y := z]となる．

8b. f(x, f(x, y, z, w), f(x, y, z, w), w)の f を根記号とする部分項を調べる．

∗ f(x, f(x, y, z, w), f(x, y, z, w), w)について．2 ∼ 3⇒ f(x, y, z, w)σ = f(x, y, z, w)σ

を判定するとこれは明らかに真である．

∗ f(x, y, z, w)について．2 ∼ 3 ⇒ yσ = zσを判定すると yσ = zσ = z より真で
ある

• f(0, y, z, w)→ wについて．

8a. 2 ∼ 3について σ = mgu(y, z)を求めると σ = [y := z]となる．

8b. wは f を根記号とする部分項をもたないので，条件をみたすのは自明

• 他の 2つの規則についても，f(0, y, z, w)→ wのときと同様に条件をみたすのは自明．

9. 判定成功を返す．

よって，等式 f(x′, y′, y′, S(0)) ≈ S(x′)がRの帰納的定理か否かは決定可能である．
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5.3 規則が相互再帰である場合の決定可能性判定手続き

定理 4.11をもとに，規則が相互再帰になっているときの帰納的定理決定可能性判定手続きを以下
のように定める．

帰納的定理決定可能性判定手続き 3

入力:等式E = {f(sf,1, . . . , sf,n) ≈ tf | f ∈ D}
合流性，停止性，十分完全性をみたす構成子システムR

出力:判定結果

1. R′ = R ∪ {s→ t | s ≈ t ∈ E}の停止性を調べる．
2. RからDの共通非帰納的位置 Ind(D)を調べる．このとき，最大となるよう Ind(D)をとる．
3. E の要素の等式すべてにおいて，左辺の同じ位置にある項が等しいか調べる．偽なら判定失
敗を返す．

4. f(sf,1, . . . , sf,n) ≈ tf ∈ Eについて以下を行う．

4a. 2.の結果をもちいて集合 {sf,1, . . . , sf,n}を If = {si | si ̸∈ Ind(D)}, NIf = {si | si ∈
Ind(D)}に分割する．

4b. 以下が成立するか調べる．いずれかが偽なら判定失敗を返す．

– If の要素がすべて相異なる変数．

– NIf ∪ {tf} ⊆ T (C,V)．
– 任意の xi ∈ If と si ∈ NIf について，xi ̸∈ V ar(si)．

5. 判定成功を返す．

例 5.3. 以下の書き換えシステムRと等式Eを帰納的定理決定可能性判定手続き 3に入力し，等式
が帰納的定理か否か決定可能か判定する．

R :


f(S(x), y, z)→ f(g(x, y, z), f(x, y, z), z)

f(0, y, z)→ 0

g(S(x), y, z)→ g(f(x, y, z), f(x, y, z), z)

g(0, y, z)→ 0

等式E:{f(x′, y′, S(0)) ≈ x′, g(x′, y′, S(0)) ≈ x′}
1. R′ = R ∪ {s→ t | s ≈ t ∈ E}の停止性を調べる．R′の停止性は停止性証明器 [4]をもちいて
示せる．

2. RからDの共通非帰納的位置を調べると Ind(D) = {3}となる．
3. E の要素の等式すべてにおいて，左辺の同じ共通非帰納的位置にある項が等しいか調べると
共通非帰納的位置 3にある項はいずれも S(0)である．

4. 等式 f(x′, y′, S(0)) ≈ S(x′)について以下を行う．

4a. 2.の結果をもちいて集合 {x′, y′, S(0)}を分割すると If = {x′, y′}, NIf = {S(0)}となる．
4b. 以下が成立するか調べる．

– If の要素が相異なる変数か調べると x′, y′ ∈ V かつ x′ ̸= y′より真となる．

– NIf ∪ {x′} ⊆ T (C,V)か調べると S(0), x′ ∈ T (C,V)より真である．
– 任意の xi ∈ If と si ∈ NIf について，xi ̸∈ V ar(si)か調べると x′, y′ ̸∈ V ar(S(0))

より真である．

5. 判定成功を返す．

よって，Eの要素の等式すべてがRの帰納的定理か否かは決定可能である．
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6 決定可能性判定手続きの実装と実験

前節で示した手続きを SML/NJをもちいて実装した．なお，各手続きで必要となる項書き換えシ
ステムの合流性，停止性，十分完全性は仮定して実装を行なった．
実装した帰納的定理決定可能性自動判定システムをもちいて，用意した 8例について，外山の条

件 (系 4.5)，Falkeの条件 (系 4.9)，および本論文で提案した条件に基づいて，帰納的定理か否かの
自動判定の実験を行った．
表 1で示すとおり，外山の条件と Falkeらの条件では等式と項書き換えシステムのいずれかある

いは両方が条件をみたしていないため判定に失敗していた例が，本論文の条件だと判定に成功して
いることがわかる．

表 1. 帰納的定理の判定実験

例
等式左辺 規則

外山 Falkeら 本論文
非変数 非線形 関数の入れ子 相互再帰

1 あり なし なし なし × ⃝ ⃝
2 なし なし あり なし ⃝ × ⃝
3 あり なし あり なし × × ⃝
4 なし なし あり なし ⃝ × ⃝
5 あり あり あり なし × × ⃝
6 なし あり なし なし × ⃝ ⃝
7 あり なし なし あり × ⃝ ⃝
8 あり なし あり あり × × ⃝

(⃝:判定成功，×:判定失敗)

7 まとめ

本論文では，従来の帰納的定理が決定可能となる条件を組み合わせた新たな条件を提案し，等式
に非線形変数が出現する場合や規則が相互再帰である場合について帰納的定理か否かが決定可能と
なる条件を示した．この条件によって従来よりも広いクラスに対して帰納的定理が決定可能となる．
さらに，この条件に基づいて帰納的定理の自動判定手続きを実装し，実験を通して提案した判定手
法の有効性を確認した．
今後の課題としては，書き換え規則が相互再帰かつ等式が非線形である場合や，等式左辺に定義

関数の入れ子がある場合への判定条件の拡張を行うことがあげられる．
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