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概 要 項書き換えシステムの可換性は合流性を一般化した性質であり，可換性に基づ
く可換分解は複雑な項書き換えシステムの合流性の証明に有効である．項書き換えシス
テムの可換性を示す方法として危険対に基づく解析が知られている．一方，抽象リダク
ションシステムの可換性について減少ダイアグラム法に基づく十分条件が提案されてい
る．しかし，減少ダイアグラム法を適用した項書き換えシステムの可換性条件について
はほとんど研究されていない．本報告では，片側減少ダイアグラム法に基づく可換性条
件を適用した項書き換えシステムの可換性の証明法を提案する．

1 はじめに

合流性は項書き換えシステムの重要な性質であり，項書き換えシステムに基づくプログラムの自
動変換や定理自動証明で利用されている．複雑なシステムの合流性を示すには，可換性による可換
分解が有効である．項書き換えシステムの可換性に関しては，危険対解析に基づく十分条件が知ら
れている [9, 13]．また，その十分条件は合流性判定システム ACPにおいても可換分解で用いられ
ている [2, 13]．しかし，項書き換えシステムの可換性の十分条件は，文献 [9, 13]で示された危険対
解析に基づく条件以外には殆ど研究されていない．
抽象リダクションシステムの可換性証明法として，減少ダイアグラム法 [10]が知られている．減

少ダイアグラム法の項書き換えシステムの合流性証明への応用は試みられている [1, 5, 11, 12]が，
それを項書き換えシステムの可換性証明に応用した研究はほとんど知られていない．そこで，本研
究では減少ダイアグラム法に基づく項書き換えシステムの可換性証明法を提案する．
減少ダイアグラム法を線形でない項書き換えシステムの合流性証明に適用するためには，変数位

置などの情報に基づく複雑な解析を利用する必要がある [1, 12]．本論文では，そのような複雑な解
析を必要としない片側減少ダイアグラムを用いた可換性証明法を提案する．まず，片側減少ダイア
グラムの正当性を減少ダイアグラム法に基づいて与える．そして，片側減少ダイアグラムに基づい
て，線形項書き換えシステムと左線形項書き換えシステムとの可換性十分条件を与える．次に，そ
の条件を，並行書き換えのアイデアを用いて，左線形項書き換えシステム同士の可換性条件へ拡張
する．
本論文の構成は以下の通りである．第 2節では，抽象リダクションシステムと項書き換えシステ

ムの基本的な概念について説明する．第 3節では，抽象リダクションシステムの減少ダイアグラム
法による可換性について説明し，第 4節では，ルールラベリングを用いた項書き換えシステムの可
換性について説明する．第 5節では，可換性判定手続き，第 6節では，可換性判定法の実装と実験
について説明する．第 7節では，本研究のまとめと今後の課題について説明する．



2 準備

本節では，項書き換えシステムおよび抽象リダクションシステムに関する基本的な用語や概念を
文献 [3, 8]に従って定義する．
集合 Iをラベル集合とするとき，α ∈ I でラベル付けされた集合D上の関係→αを考える．この

とき，A = (D, 〈→α〉α∈I)を抽象リダクションシステム，→αをリダクション関係という．|I| = 1の
とき，簡単にA = (D,→)等で表す．J ⊆ Iに対して，→J =

∪
α∈J →α と定義する．また，I = {α}

のとき，→I を→αと記す．Âを I 上の順序とする．Âが整礎であるとは，α0 Â α1 Â · · · のよう
な無限列が存在しないことをいう．α ∈ I に対して，gα = {β ∈ I | β ≺ α}とする．関係→の逆，
反射閉包，反射推移閉包をそれぞれ←，→=，→∗で表す．
関数記号の集合 F と変数記号の集合 V から得られる項の集合を T (F, V ) と表す．項 tに 2回以上

現れる変数がないとき，tを線形項という．
項 tの部分項の位置は正整数の列で表す．t自身の位置は ε(空列)で表し，t = f(t1, t2, . . . tn)，か

つ，ti(1 ≤ i ≤ n)の部分項 sの位置が uのとき，tにおけるその部分項 sの位置は iuで表す．項 tの
位置の集合を Pos(t)，変数位置の集合を PosV (t)，関数位置の集合を PosF (t)で表す．v = uwの
とき，v/u = wと定める．u ≤ vを ∃w.uw = v，u||vを u 6≥ v ∧ v 6≥ uで定義する．u||{v1, . . . , vn}
は u||vi(i = 1, . . . , n)を表すものとする．項 tの位置 pに現れる部分項を t|pで表し，その位置の部
分項を項 sで置き換えたものを t[s]pで表す．
項の対 (l, r)が，l /∈ V かつVar(l) ⊇ Var(r)をみたすとき，その対を書き換え規則といい，l → r

で表す．ここで，V ar(t)は tに現れる変数の集合を表す．書き換え規則の集合Rを項書き換えシス
テムという．書き換え規則 l → r ∈ R，文脈C[ ]，代入 θが存在して s = C[lθ], t = [rθ]となるとき，
sは tに書き換えられるといい，s

R→ tと表す． R→を書き換え関係とよび，Rが明らかなときは R→
を→と略記する．項 lと rが線形項のとき，書き換え規則 l → rを線形といい，項 lが線形項のと
き，左線形という．とくに，線形でない左線形な書き換え規則を真左線形という．また，項書き換
えシステムR中の任意の書き換え規則が線形 (左線形，真左線形)のとき，Rは線形 (左線形，真左
線形)という．

l1 → r1, l2 → r2を書き換え規則とする．ここで，これらの書き換え規則は変数を共有しないと
仮定する．l1 → r1 が l2 → r2 に位置 p で重なるとは，l2|p /∈ V，かつ l1 と l2|p が単一化可能で
あることをいい，重なりを 〈l1 → r1, l2 → r2, p〉で表す．ただし，l1 → r1, l2 → r2 が同一規則の
場合には p 6= εとする．R1 と R2 を項書き換えシステムとするとき，R1 の R2 に対する重なりの
集合 overlap(R1, R2)を {〈l1 → r1, l2 → r2, p〉 | li → ri ∈ Ri(i = 1, 2)}と定義する．また，重な
り 〈l1 → r1, l2 → r2, p〉の l1 と l2|p の最汎単一化子を θ とするとき，この重なりから得られる項
の対 〈l2[r1]pθ, r2θ〉l1→r1,l2→r2 を l1 → r1 の l2 → r2 に対する危険対とよび，重なりが明らかな場
合には 〈l2[r1]θ, r2θ〉と略記する．R1 と R2 を項書き換えシステムとするとき，R1 の R2 に対する
危険対の集合 CP (R1, R2)を，{〈l2[r1]pθ, r2θ〉l1→r1,l2→r2 | li → ri ∈ Ri(i = 1, 2)} とする．また，
CP (R1, R2)−1 = {〈s, t〉l2→r2,l1→r1 | 〈t, s〉l1→r1,l2→r2 ∈ CP (R1, R2)}と定める．とくに，CP (R,R)
をRの危険対とよび，CP (R)で示す．

3 減少ダイアグラム法による可換性

本節では，抽象リダクションシステムにおける減少ダイアグラム法に基づく可換性の十分条件を
検討する．

定義 1 (可換性) 抽象リダクションシステムA1 = (D, 〈 1→α〉α∈I1)とA2 = (D, 〈 2→β〉β∈I2) が可換性

をもつとは， 1→ =
∪

α∈I1

1→α，
2→ =

∪
β∈I2

2→β とするとき，
1←∗ · 2→∗ ⊆ 2→∗ · 1←∗ をみたすことを

いう (図 1)．
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図 2. 減少性

定義 2 (合流性) 抽象リダクションシステムA = (D, 〈→α〉α∈I)が合流性をもつとは，
1→ =

∪
α∈I1

1→α

とするとき，←∗ · →∗ ⊆ →∗ · ←∗ をみたすことをいう．

命題 1 (可換分解定理 [7]) 抽象リダクションシステム A = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Anとする．このとき，
すべての i, jに対してAiとAj が可換性をみたすならば，Aは合流性をみたす．

定義 3 (減少性) 抽象リダクションシステムA1 = (D, 〈 1→α〉α∈I1)とA2 = (D, 〈 2→β〉β∈I2) が (局所)

減少性をもつとは， 1←−α · 2−→β ⊆ 2→∗
gα · 2→=

β · 2→∗
gα∪β · 1←∗

gα∪β · 1←=
α · 1←∗

gβ をみたす I1 ∪ I2上の
整礎順序Âが存在することをいう (図 2)．

命題 2 [11] 抽象リダクションシステムA1 = (D, 〈 1→α〉α∈I1)とA2 = (D, 〈 2→α〉α∈I2) が (局所)減少
性をもつとき，A1とA2は可換性をもつ．

可換性を保証する上記の局所減少性では，ふたつのリダクションシステムA1とA2の役割が対称
的となっている．一方，ふたつのリダクションシステムの役割を非対称的とすることで，局所減少
条件とは異なる可換条件を考えることも可能である．ここでは，可換性を保証する非対称的な十分
条件として片側減少性を提案する．局所減少性とは異なり，片側減少性では A2の減少性のみが要
求されている．

定義 4 (片側減少性) 抽象リダクションシステム A1 = (D,
1→)に対して A2 = (D, 〈 2→β〉β∈I2) が片

側減少性をもつとは，I2上の整礎順序Âが存在して， 1←− · 2−→β ⊆ 2→=
β · 2→∗

gβ · 1←∗ をみたすときを
いう (図 3)．
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図 3. 片側減少性

補題 1 抽象リダクションシステム A1 = (D,
1→)に対して A2 = (D, 〈 2→β〉β∈I2) が片側減少性をも

つとき，A1とA2は可換性をもつ．



(証明)
仮定より I2上の整礎順序Â2が存在して，

1←− · 2−→β ⊆ 2→=
β · 2→∗

g2β · 1←∗ をみたす．I1 = {α0}とし，
I1 ∪ I2 上の整礎順序 Âを Â = Â2 ∪{〈β, α0〉 | β ∈ I2}により定めると，Â2 が整礎なので Âも整
礎となる．このとき，A1 = (D, 〈 1→α〉α∈I1)と A2 = (D, 〈 2→β〉β∈I2) が弱減少性をもつことを示す．

a
1←α0 · 2→β bとすると，仮定からある c, d ∈ Dが存在して，a

2→=
β c

2→∗
g2β d

1←∗
α0

b．順序 Âの
取り方から β Â α0 なので d

1←∗
gβ b．よって，Â ⊇ Â2 より a

2→∗
gα0

a
2→=

β c
2→∗

gα0∪β d
1←∗

gα0∪β

d
1←=

α0
d

1←∗
gβ b ．よって，命題 2よりA1とA2は可換性をもつ． 2

4 項書き換えシステムの可換性

本節では，前節で得られた抽象リダクションシステムの可換性条件を用いて，項書き換えシステ
ムの可換性を示す．

4.1 線形項書き換えシステムの可換性

まずはじめに，項書き換えシステムの可換性の定義を与える．

定義 5 R1とR2を項書き換えシステムとする．R1とR2が可換性をもつとは，抽象リダクション
システム (T (F, V ), R1→)と (T (F, V ), R2→)が可換性をもつことをいう．

前節で得られた可換性の条件を項書き換えシステムに応用するには，適当なラベルを定める必要
がある．ルールラベリングとは，項書き換えシステムの書き換え規則の重みをラベルとして用いる方
法である．具体的には，R上のラベリング関数 δ : R → Nを考え，s = C[lθ], t = C[rθ], δ(l → r) = i

のとき，s
R→i tとラベル付けを行う．ラベル集合N上の整礎順序Âとして，自然数の大小関係を用

いる．

定理 1 R1，R2を線形な項書き換えシステムとする．R1, R2上のラベリング関数 δが存在して，す
べての 〈c1, c2〉l→r,l′→r′ ∈ CP (R1, R2) ∪ CP (R2, R1)−1に対して，δ(l → r) = α, δ(l′ → r′) = βな

らば c1
R2→∗

gα · R2→=
β · R2→∗

gα∪gβ · R1←∗
gα∪gβ · R1←=

α · R1←∗
gβ c2 が成立するものとする．このとき，R1と

R2は可換性をもつ．

(証明)
δ(l′ → r′) = βなる l′ → r′ ∈ R2と t = t[lσ]p

R1→α t[rσ]p = t1，t = t[l′τ ]q
R2→β t[r′τ ]q = t2を考える．

1. p||q の場合．このとき，l → r ∈ R1，l′ → r′ ∈ R2，t = C[lσ, l′τ ]p,q，t1 = C[rσ, l′τ ]p,q，

t2 = C[lσ, r′τ ]p,q とおける．よって t1 = C[rσ, l′τ ]p,q
R2→β C[rσ, r′τ ]p,q

R1←α C[lσ, r′τ ]p,q = t2

となる．

2. p ≤ qの場合．

(a) ある p0 ∈ PosV (l)が存在して，pp0 ≤ qの場合．このとき，t1 = t[rσ]p
R1←α t

R2→β t[lσ′]p =

t2とおけ，R1は線形なので，t1
R2→=

β t[rσ′]p
R1←α t2 となる．

(b) q/p ∈ PosF (l)の場合．このとき，l′ → r′ ∈ R2 は l → r ∈ R1 に重なっているので，

l′ → r′ の l → r に対する危険対 〈c2, c1〉 ∈ CP (R2, R1) に対して，t1 = t[c1ρ]p
R1←α

t
R2→β t[c2ρ]p = t2となるような代入 ρが存在する．仮定より，c1

R2→∗
gα · R2→=

β · R2→∗
gα∪gβ

u
R1←∗

gα∪gβ · R1←=
α · R1←∗

gβ c2 が成り立ち，ルールラベリングより適用した規則が同じなら

ばラベルは変わらないので，同様に t1 = t[c1ρ]p
R2→∗

gα · R2→=
β · R2→∗

gα∪gβ t[uρ]p
R1←∗

gα∪gβ

· R1←=
α · R1←∗

gβ t[c2ρ]p = t2 となる．



3. q ≤ p の場合．2と同様．

よってすべての場合で減少性をみたすため，命題 2よりR1とR2は可換性をもつ． 2

4.2 線形と左線形項書き換えシステムの可換性

以下では，線形項書き換えシステムと左線形項書き換えシステムの可換性を片側減少性を用いて
示す．

定理 2 R1 を線形，R2 を左線形な項書き換えシステムとする．R2 上のラベリング関数 δ が存在
して，すべての 〈c1, c2〉l→r,l′→r′ ∈ CP (R1, R2) ∪ CP (R2, R1)−1 に対して，δ(l′ → r′) = β ならば

c1
R2→=

β · R2→∗
gβ · R1←∗ c2 が成立するものとする．このとき，R1とR2は可換性をもつ．

(証明)
δ(l′ → r′) = βなる l′ → r′ ∈ R2と t = t[lσ]p

R1→ t[rσ]p = t1，t = t[l′τ ]q
R2→β t[r′τ ]q = t2を考える．

1. p||q の場合．このとき，l → r ∈ R1，l′ → r′ ∈ R2，t = C[lσ, l′τ ]p,q，t1 = C[rσ, l′τ ]p,q，

t2 = C[lσ, r′τ ]p,q とおける．よって t1 = C[rσ, l′τ ]p,q
R2→β C[rσ, r′τ ]p,q

R1← C[lσ, r′τ ]p,q = t2 と
なる．

2. p ≤ qの場合．

(a) ある p0 ∈ PosV (l)が存在して，pp0 ≤ qの場合．このとき，t1 = t[rσ]p
R1← t

R2→β t[lσ′]p =

t2とおけ，R1は線形なので，t1
R2→=

β t[rσ′]p
R1← t2 となる．

(b) q/p ∈ PosF (l)の場合．このとき，l′ → r′ ∈ R2 は l → r ∈ R1 に重なっているので，

l′ → r′の l → rに対する危険対 〈c2, c1〉 ∈ CP (R2, R1)に対して，t1 = t[c1ρ]p
R1← t

R2→β

t[c2ρ]p = t2となるような代入 ρが存在する．仮定より，c1
R2→=

β · R2→∗
gβ u

R1←∗ c2 が成り
立ち，ルールラベリングより適用した規則が同じならばラベルは変わらないので，同様
に t1 = t[c1ρ]p

R2→=
β · R2→∗

gβ t[uρ]p
R1←∗ t[c2ρ]p = t2 となる．

3. q ≤ p の場合．

(a) ある q0 ∈ PosV (l′)が存在して qq0 ≤ pの場合．このとき，t1 = t[l′σ′]q
R1← t

R2→β t[r′σ]q =

t2とおけ，R2は左線形なので，t1
R2→β t[r′σ′]q

R1←∗ t2 となる．

(b) p/q ∈ PosF (l′)の場合．このとき，l → r ∈ R1 は l′ → r′ ∈ R2 に重なっているので，

l → rの l′ → r′に対する危険対 〈c1, c2〉 ∈ CP (R1, R2)に対して，t1 = t[c1ρ]q
R1← t

R2→β

t[c2ρ]q = t2となるような代入 ρが存在する．仮定より，c1
R2→=

β · R2→∗
gβ u

R1←∗ c2 が成り
立ち，ルールラベリングより適用した規則が同じならばラベルは変わらないので，同様
に t1 = t[c1ρ]q

R2→=
β · R2→∗

gβ t[uρ]q
R1←∗ t[c2ρ]p = t2 となる．

よってすべての場合で片側減少性をみたすため，補題 1よりR1とR2は可換性をもつ． 2

例 1 次のような項書き換えシステムR1とR2を考える．

R1 =

 A(x) → B(x)

B(x) → B(B(x))

R2 =


a : F (A(x)) → G(F (A(x)), F (A(x)))

b : F (B(x)) → H(B(x))

c : H(x) → G(F (B(x)), F (B(x)))



このとき，以下の危険対が得られる．

CP (R1, R2) =

〈F (B(x)), G(F (A(x)), F (A(x)))〉,
〈F (B(B(x))),H(B(x)))〉

CP (R2, R1) = ∅

ここで，δ(a) = 2，δ(b) = δ(c) = 1 のようなラベリング関数を考えると，危険対 F (B(x)) R1←
F (A(x)) R2→2 G(F (A(x)), F (A(x))) に対して F (B(x)) R2→1

R2→1 G(F (B(B(x))), F (B(B(x)))) R1←∗

G(F (A(x)), F (A(x))) が成立する．また，危険対 F (B(B(x))) R1← F (B(x)) R2→1 H(B(x))) に対して
F (B(B(x))) R2→1 H(B(B(x))) R1← H(B(x))) が成立する．よって，定理 2の条件がみたされるので
R1とR2は可換性をもつ．なお，危険対に基づく従来の可換性判定法 [9][13]では，R1とR2の可換
性を示すことはできない．

線形な項書き換えシステムと左線形な項書き換えシステムの可換性をルールラベリングに基づく
減少ダイアグラム法で示す場合，一般の減少ダイアグラムの代わりに片側減少ダイアグラムを用い
ても証明能力は低下しないことを以下の例で説明する．

例 2 次のような項書き換えシステムR1とR2を考える．

R1 =
{

α : a → b

R2 =
{

β : F (x) → G(x, x)

このとき，危険対 F (b) R1←α F (a) R2→β F (a, a) に対して F (b) R2→β F (b, b) R1←α
R1←α F (a, a) となり，

一般の減少ダイアグラムを適用する場合には，ラベリング関数は β Â αをみたす必要がある．つま
りR2の左線形な書き換え規則の右辺に２回以上出現する変数がある場合には，その規則のラベル
をR1の任意の規則のラベルより大きくしなければ，一般の減少ダイアグラムを適用することがで
きない．したがって，このような場合には，片側減少ダイアグラムの適用と等しくなる．

なお，線形と線形な項書き換えシステムの可換性を示す場合，片側減少ダイアグラムは適用できな
いが，一般の減少ダイアグラム法が適用できる場合があることに注意する．

4.3 左線形項書き換えシステムの可換性

次に，左線形な項書き換えシステムの可換性を並列書き換えについての片側減少性を用いること
によって示す．まず，並列書き換えと危険対解析を容易にするための排他的重なりを定義する．

定義 6 (並列書き換え) s = C[s1, . . . , sn]，t = C[t1, . . . , tn](n ≥ 0)とする．si
R→ ti(1 ≤ i ≤ n)の

とき s
R
→q tと定義する．また，si

R→β ti(1 ≤ i ≤ n) ならば，s
R
→q βtとする．

R→ ⊆
R
→q ⊆ R→∗は定義より自明なので R→∗ =

R
→q ∗が成りたつことに注意する．

定義 7 (排他的重なり) R1 と R2 を項書き換えシステムとする．重なり 〈l1 → r1, l2 → r2, p〉 ∈
overlap(R1, R2)が排他的であるとは，V ar(l2[ ]p) = ∅をみたし，どの l′1 → r′1 ∈ R1 も l2 → r2

に対して q||pなる位置 qでは重ならないことをいう (図 4) ．また，全ての 〈l1 → r1, l2 → r2, p〉 ∈
overlap(R1, R2)が排他的ならばR1のR2に対する重なりが排他的であるという．
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q||pなる位置 qで重なることがない V ar(l2[ ]p) = ∅

図 4. 排他的重なり

補題 2 R1，R2を左線形な項書き換えシステムとし，R2のR1に対する重なりが排他的，かつ，R2

上のラベリング関数を δとする．さらに，すべての 〈c1, c2〉l→r,l′→r′ ∈ CP (R1, R2)∪CP (R2, R1)−1

に対して，δ(l′ → r′) = βならば c1

R2

→q β ·
R2→∗

gβ · R1←∗ c2 が成立するものとする．このとき，R1とR2

は R1←−− ·
R2

→q β ⊆
R2

→q β ·
R2→∗

gβ · R1←∗ をみたす．

(証明)

以下では，t1
R1←−− t

R2

→q βt2 ならば t1
R2

→q β ·
R2→∗

gβ · R1←∗t2 となることを示す．このとき，t = C[lσ]p
R1→

C[rσ]p = t1，t = C ′[l′1τ1, . . . , l
′
nτn]q1,...,qn

R2

→q βC ′[r′1τ1, . . . , r
′
nτn]q1,...,qn = t2とおける．ただし δ(l′i →

r′i) = βとなることに注意する．
pと qの位置関係で場合分けをする．

1. p||{q1, . . . , qn}の場合．
このとき，t = C ′′[lσ, l′1τ1, . . . , l

′
nτn]p,q1,...,qn，t1 = C ′′[rσ, l′1τ1, . . . , l

′
nτn]p,q1,...,qn，

t2 = C ′′[lσ, r′1τ1, . . . , r
′
nτn]p,q1,...,qn とおける．よって t1 = C ′′[rσ, l′1τ1, . . . , l

′
nτn]p,q1,...,qn

R2

→q β

C ′′[rσ, r′1τ1, . . . , r
′
nτn]p,q1,...,qn

R1← C ′′[lσ, r′1τ1, . . . , r
′
nτn]p,q1,...,qn = t2 となる．

2. p ≤ qkなる qkが存在する場合．一般性を失うことなく，p ≤ q1, . . . , qkかつ，p||{qk+1, . . . , qn}
と仮定してよい．

(a) 任意の i ∈ 1, . . . , kに対して，ある pi ∈ PosV (l)が存在して，ppi ≤ qiが成立する場合．

t1 = C ′′[rσ, l′k+1τk+1, . . . , l
′
nτn]p,qk+1,...,qn

R1← t
R2

→q βC ′′[lσ′, r′k+1τk+1, . . . , r
′
nτn]p,qk+1,...,qn

= t2 とおける．このとき，qi||qj(1 ≤ i < j ≤ k)，lσ
R2

→q βlσ′ より，任意の x ∈ dom(σ)

に対して，xσ
R2

→q βxσ′が成立．よって，t1
R2

→q βC ′′[rσ′, l′k+1τk+1, . . . , l
′
nτn]p,qk+1,...,qn．また，

p||{qk+1, . . . , qn}より，C ′′[rσ′, l′k+1τk+1, . . . , l
′
nτn]p,qk+1,...,qn

R2

→q β

C ′′[rσ′, r′k+1τk+1, . . . , r
′
nτn]p,qk+1,...,qn となる．ここで，p ≤ q1, . . . , qkおよび，

p||{qk+1, . . . qn}なので， t1
R2

→q βC ′′[rσ′, r′k+1τk+1, . . . , r
′
nτn]p,qk+1,...,qn

R1←∗ t2 となる．

(b) qj/p ∈ PosF (l)なる qj が存在する場合．一般性を失うことなく j = 1と仮定してよい．
このとき，R2はR1に対して排他的に重なっているので，k = 1となり，p||{q2, . . . , qn}
となる．また，l′1 → r′1の l → rに対する危険対 〈c2, c1〉 ∈ CP (R2, R1)に対して，t1 =

C ′′[c1ρ, l′2τ2, . . . , l
′
nτn]p,q2,...,qn

R1← t
R2

→q βC ′′[c2ρ, r′2τ2, . . . , r
′
nτn]p,q2,...,qn = t2となるような代

入ρが存在する．仮定より，c1

R2

→q βv
R2→∗

gβ u
R1←∗ c2が成り立ち，ルールラベリングより適用

した規則が同じならばラベルは変わらないので，同様に t1 = C ′′[c1ρ, l′2τ2, . . . , l
′
nτn]p,q2,...,qn

R2

→q βC ′′[vρ, l′2τ2, . . . , l
′
nτn]p,q2,...,qn

R2→∗
gβ C ′′[uρ, l′2τ2, . . . , l

′
nτn]p,q2,...,qn

R1←∗



C ′′[c2ρ, l′2τ2, . . . , l
′
nτn]p,q2,...,qn が得られる．よって，t1

R2

→q βC ′′[vρ, l′2τ2, . . . , l
′
nτn]p,q2,...,qn

R2

→q β

C ′′[vρ, r′2τ2, . . . , r
′
nτn]p,q2,...,qn

R2→∗
gβ C ′′[uρ, r′2τ2, . . . , r

′
nτn]p,q2,...,qn

R1←∗ t2．

p < q1および，p||{q2, . . . , qn}なので，t1
R2

→q βC ′′[vρ, r′2τ2, . . . , r
′
nτn]p,q2,...,qn

R2→∗
gβ · R1←∗ t2

となる．

3. qk < pなる qkが存在する場合．一般性を失うことなく，qk = q1と仮定してよい．

(a) ある q0 ∈ PosV (l′1)が存在して q1q0 ≤ pの場合．このとき，t1 =

C ′′[l′1τ
′
1, l

′
2τ2, . . . , l

′
nτn]q1,...,qn

R1← t
R2

→q βC ′′[r′1τ1, . . . , r
′
nτn]q1,...,qn = t2 とおける．よって，

t1
R2

→q βC ′′[r′1τ
′
1, r

′
2τ2, . . . , r

′
nτn]q1,...,qn

R1←∗ t2となる．

(b) p/q1 ∈ PosF (l′1) の場合．このとき，l → r の l′1 → r′1 に対する危険対 〈c1, c2〉 ∈

CP (R1, R2)に対して，t1 = C ′′[c1ρ, l′2τ2, . . . , l
′
nτn]q1,...,qn

R1← t
R2

→q β

C ′′[c2ρ, r′2τ2, . . . , r
′
nτn]q1,...,qn = t2となるような代入ρが存在する．仮定より，c1

R2

→q βv
R2→∗

gβ

u
R1←∗ c2 が成り立ち，ルールラベリングより適用した規則が同じならばラベルは変わら

ないので，同様に t1 = C ′′[c1ρ, l′2τ2, . . . , l
′
nτn]q1,...,qn

R2

→q β

C ′′[vρ, l′2τ2, . . . , l
′
nτn]q1,...,qn

R2→∗
gβ C ′′[uρ, l′2τ2, . . . , l

′
nτn]q1,...,qn

R1←∗

C ′′[c2ρ, l′2τ2, . . . , l
′
nτn]q1,...,qn が得られる．よって，t1

R2

→q βC ′′[vρ, l′2τ2, . . . , l
′
nτn]q1,...,qn

R2

→q β

C ′′[vρ, r′2τ2, . . . , r
′
nτn]q1,...,qn

R2→∗
gβ C ′′[uρ, r′2τ2, . . . , r

′
nτn]q1,...,qn

R1←∗t2 ．よって，

q1||q2, . . . , qnより，t1
R2

→q βC ′′[vρ, l′2τ2, . . . , l
′
nτn]q1,...,qn

R2→∗
gβ · R1←∗ t2が得られる．

よってR1とR2は
R1←−− ·

R2

→q β ⊆
R2

→q β ·
R2→∗

gβ · R1←∗ をみたす． 2

定理 3 R1，R2を左線形な項書き換えシステムとし，R2のR1に対する重なりが排他的，R2上の
ラベリング関数を δとする．このとき，すべての 〈c1, c2〉l→r,l′→r′ ∈ CP (R1, R2)∪CP (R2, R1)−1に

対して，δ(l′ → r′) = β ならば c1

R2

→q β ·
R2→∗

gβ · R1←∗ c2 が成立するものとする．このとき，R1とR2は
可換性をもつ．

(証明) 補題 2より，R1← に対して，
R2

→q は片側減少性をみたしている．よって補題 1より，R1←∗ ·
R2

→q ∗ ⊆
R2

→q ∗· R1←∗ が成り立つ．このとき，
R2

→q ∗ = R2→∗なのでR1とR2の可換性が得られる． 2

例 3 次のような項書き換えシステムR1とR2を考える．

R1 =

 D(x) → E

F (E,D(x)) → F (F (D(x), D(x)), F (E,D(x)))

R2 =



a : F (D(x), D(y)) → E

b : F (E,E) → G(E,E)

c : F (D(x), E) → G(D(x), D(x))

d : F (E,D(y)) → G(D(y), D(y))

e : G(x, y) → E

このとき，以下の危険対が得られる．



CP (R1, R2) =



〈F (E,D(y)), E〉,
〈F (D(x), E), E〉,
〈F (E,E), G(D(x), D(x))〉,
〈F (E,E), G(D(x), D(x))〉,
〈F (F (D(x), D(x)), F (E,D(x))), G(D(x), D(x))〉,

CP (R2, R1) = ∅

ここで，δ(a) = δ(b) = δ(c) = δ(d) = 2， δ(e) = 1のようなラベリング関数を考えると，定理 2の
条件がみたされるのでR1とR2は可換性をもつ．なお，R1とR2の両方が真左線形のため定理 1は
適用できない．また，危険対に基づく従来の可換性判定法 [9, 13]でも R1と R2の可換性を示すこ
とはできない．

例 3は定理 2の条件をみたさず，定理 3の条件をみたす例であったが，逆の場合，つまり，定理 2
の条件をみたすが，定理 3の条件をみたさない場合もある．以下はその例である．

例 4 次のような項書き換えシステムR1とR2を考える．

R1 =


F (C(x), y) → D(B(y))

F (A(x), y) → H(x, C(y))

B(x) → C(x)

R2 =


a : A(x) → C(x)

b : G(x, B(y)) → F (C(x), y))

c : G(x,C(y)) → D(A(y))

d : H(x, y) → D(y)

このとき，以下の危険対が得られる．

CP (R1, R2) =
{
〈G(x,C(y)), F (C(x), y)〉

CP (R2, R1) =
{
〈F (C(x), y),H(x, C(y))〉

R1と R2は線形かつ左線形な項書き換えシステムであるが，R1の R2に対する重なりと R2の R1

に対する重なりはそれぞれ排他的でないため定理 3の条件は適用できない．一方，δ(b) = δ(c) = 2，
δ(a) = δ(d) = 1のようなラベリング関数を考えると，定理 2の条件がみたされるので R1とR2は
可換性をもつ．また，危険対に基づく従来の可換性判定法 [9, 13]では R1と R2の可換性を示すこ
とはできない．

例 1–3，定理 1–3の関係を図 5に示す．
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図 5. 可換性十分条件の関係

5 可換性判定手続き

以下では，与えられた 2つの項書き換えシステムR1, R2 が定理 1，定理 2および定理 3の条件を
みたすかを判定する，可換性の自動判定手続きを定める．

入力: 項書き換えシステムR1, R2

出力: 可換性判定結果

1. R1とR2それぞれの線形性を調べる．R1とR2の両方が左線形でない場合は失敗を返す．

2. R1とR2の書き換え規則のそれぞれに名前 r0, r1, . . . をつける．

3. R1とR2の間の危険対集合CP (R1, R2)，CP (R2, R1)を求める．このとき，危険対c1
R1← · R2→ c2

を求めるのに用いた書き換え規則の名前 α, βを 〈c1, c2〉に添付する．

4. 〈c1, c2〉 ∈ CP (R1, R2) ∪ CP (R2, R1)−1 のそれぞれについて，c1
R2→∗ u

R1←∗ c2 なる uを求

める．このとき，c1
R2→∗ u，c2

R1→∗ u それぞれの書き換えに用いた書き換え規則の名前の
系列 [β1, . . . , βn], [α1, . . . , αm]を同時に求め，3で 〈c1, c2〉に添付した α, β とあわせて 4つ組
(α, β, [β1, . . . , βn], [α1, . . . , αm]) を構成する．

5. 4で求めた (α, β, [β1, . . . , βn], [α1, . . . , αm])を用いて条件式を構成する．R1, R2の線形性によっ
て場合分けを行う．

(a) R1, R2が線形の場合．c1
R2→∗

gα · R2→=
β · R2→∗

gα∪gβ · R1←∗
gα∪gβ · R1←=

α · R1←∗
gβ c2 をみたすよう

なラベリング関数が存在することを表す条件式を構成する．

(b) R1が線形，R2が真左線形の場合．c1
R2→=

β · R2→∗
gβ · R1←∗ c2 をみたすようなラベリング関

数が存在することを表す条件式を構成する．

(c) R1が真左線形，R2が線形の場合．c1
R2→∗ · R1←∗

gα · R1←=
α c2 をみたすようなラベリング関

数が存在することを表す条件式を構成する．

(d) R1のR2に対する重なりが排他的，かつ，R2のR1に対する重なりが排他的となってい

る場合，c1

R2

→q β ·
R2→∗

gβ · R1←∗ c2 あるいは c1
R2→∗ · R1←∗

gα ·
R1

←q αc2 をみたすようなラベリング
関数が存在することを表す条件式を構成する．



(e) R1のR2に対する重なりが排他的，かつ，R2のR1に対する重なりが排他的でない場合，

c1
R2→∗ · R1←∗

gα ·
R1

←q αc2 をみたすようなラベリング関数が存在することを表す条件式を構
成する．

(f) R2のR1に対する重なりが排他的，かつ，R1のR2に対する重なりが排他的でない場合，

c1

R2

→q β ·
R2→∗

gβ · R1←∗ c2 をみたすようなラベリング関数が存在することを表す条件式を構成
する．

(g) R1と R2が左線形で R1の R2に対する重なりが排他的でなく，かつ，R2の R1に対す
る重なりが排他的でない場合，失敗を返す．

6. 5で生成した条件式の論理和をみたすラベリング関数が存在するかを判定する．その結果，ラ
ベリング関数が存在すれば成功を返し，存在しなければ失敗を返す．

例 5 例 3で示した項書き換えシステムに対して可換性判定手続を用いて可換性を示す．

R1 =

 D(x) → E

F (E,D(x)) → F (F (D(x), D(x)), F (E,D(x)))

R2 =



F (D(x), D(y)) → E

F (E,E) → G(E,E)

F (D(x), E) → G(D(x), D(x))

F (E,D(y)) → G(D(y), D(y))

G(x, y) → E

1. まず，R1とR2の線形性を調べる．R1,R2は共に真左線形である．

2. R1, R2に以下のようにラベルをつける．

R1 =

r0 : D(x) → E

r1 : F (E,D(x)) → F (F (D(x), D(x)), F (E,D(x)))

R2 =



r2 : F (D(x), D(y)) → E

r3 : F (E,E) → G(E,E)

r4 : F (D(x), E) → G(D(x), D(x))

r5 : F (E,D(y)) → G(D(y), D(y))

r6 : G(x, y) → E

3. 危険対集合 CP (R1, R2), CP (R2, R1) を求める．

CP (R1, R2) =



CP1 : 〈F (E,D(y)), E〉,
CP2 : 〈F (D(x), E), E〉,
CP3 : 〈F (E,E), G(D(x), D(x))〉,
CP4 : 〈F (E,E), G(D(x), D(x))〉,
CP5 : 〈F (F (D(x), D(x)), F (E,D(x))), G(D(x), D(x))〉,

CP (R2, R1) = ∅



4. それぞれの危険対について，c1
R2→∗ u

R1←∗ c2なる uを求め，用いた書き換え規則から
(α, β, [β1, . . . , βn], [α1, . . . , αm]) を構成する．危険対 CP1–5より以下が得られる．

CP1 : (r0, r2, [r5, r6], [ ])

CP2 : (r0, r2, [r4, r6], [ ])

CP3 : (r0, r4, [r3], [r0, r0])

CP4 : (r0, r5, [r3], [r0, r0])

CP5 : (r1, r5, [r5, r2, r6, r3], [r0, r0])

5. R1,R2 が真左線形で，R2 の R1 に対する重なりが排他的で，かつ R1 の R2 に対する重な

りが排他的でないので，c1

R2

→q β ·
R2→∗

gβ · R1←∗ c2 が成立するようなラベリング関数が存在す
るかを調べる条件式を構成する．それぞれの危険対に対して以下のような条件を構成する．

CP1 : (r2 = r5 ∧ r2 > r6) ∨ (r2 > r5 ∧ r2 > r6)

CP2 : (r2 = r4 ∧ r2 > r6) ∨ (r2 > r4 ∧ r2 > r6)

CP3 : r4 = r3 ∨ r4 > r3

CP4 : r5 = r3 ∨ r5 > r3

CP5 : (r5 = r5 ∧ r5 = r2 ∧ r5 > r6 ∧ r5 > r3)

∨(r5 = r5 ∧ r5 > r2 ∧ r5 > r6 ∧ r5 > r3)

∨(r5 > r5 ∧ r5 > r2 ∧ r5 > r6 ∧ r5 > r3)

6. 最後に条件式をみたすラベリング関数が存在するか判定する．δ(r2), δ(r4), δ(r5) > δ(r0), δ(r1),
δ(r3), δ(r6)をみたすラベリング関数 δをとれば条件をみたすことがわかり，R1とR2の可換
性の証明に成功する．

6 可換性自動判定システムの実装と実験

前節で説明した手続きを SML/NJ[14]を用いて実装した．条件式の判定には SMTソルバYices[4]
を使用した．実装は合流性自動判定システムACP上のデータ構造や関数を用いて行った．

• 手続き 4は c1
R2→∗ u

R1←∗ c2 なる書き換え列をステップ数の上限の中でステップ数が最小とな
るものを複数求めて，それぞれの条件の論理和を条件としている．

• 手続き 5の項書き換えシステムR1のR2に対しての重なりが排他的かの判定手続きは，以下
のようにして実装した．

1. overlap(R1, R2)および ps = {p | 〈l1 → r1, l2 → r2, p〉 ∈ overlap(R1, R2)}を求める．

2. 〈l1 → r1, l2 → r2, p〉 ∈ overlap(R1, R2) のそれぞれに対して，

(a) V ar(l2[C]p) = ∅
(b) 任意の位置 p′ ∈ psについて ¬(p′||p)

を判定する．ここで C は適当な定数である．

• 手続き 5の条件式は以下のように実装した．

– (a)では (α, β, [β1, . . . , βn], [α1, . . . , αm]) に対して，
m∨

k=1

(α Â [α1, . . . , αk−1] ∧ αk = β ∧

α, β Â [αk+1, . . . , αm])かつ
m∨
k

(β Â [β1, . . . , βk−1]∧βk = α∧α, β Â [βk+1, . . . , βm])なる

条件式を構成．



– (b),(c)では条件式 β ≥ β1 ∧ β Â {β2, . . . , βn} を構成．

– (d)-(f)では

1. s = C[s1, . . . , sn]p1,...,pn

Ri

→q C[t1, . . . , tn]p1,...,pn = t ただし，i = 1, . . . , n について
si

ri→ tiとなる最大の集合 r = {rk1 , . . . , rkn}を求める．
2. (α, β, [β1, . . . , βn], [α1, . . . , αm]) に対し，∨

β1,...,βk∈r

(β = β1 = · · · = βk ∧ β Â {βk+1, . . . , βn})なる条件式を構成した．

例 6 例 3で示した項書き換えシステムに対して，判定プログラムを実行した時の出力を以下にし
めす．入力書き換え規則Ri(l) → rは l → r ∈ Riを意味する．

Rewrite Rules:
[ R1(D(?x)) -> E,
R1(F(E,D(?x))) -> F(F(D(?x),D(?x)),F(E,D(?x))),
R2(F(D(?x),D(?y))) -> E,
R2(F(E,E)) -> G(E,E),
R2(F(D(?x),E)) -> G(D(?x),D(?x)),
R2(F(E,D(?y))) -> G(D(?y),D(?y)),
R2(G(?x,?y)) -> E ]

check Locally Decreasing Diagrams by Rule Labelling...
R1 : Left-Linear R2 : Left-Linear
overlap OK
variable OK
Critical Pair <F(E,D(?y)), E> by Rules <0, 2>Parallel Step <5>
joinable by a reduction of rules <[5,6], []>
joinable by a reduction of rules <[5,6], []>
joinable by a reduction of rules <[5,6], []>
Critical Pair <F(D(?x),E), E> by Rules <0, 2>Parallel Step <4>
joinable by a reduction of rules <[4,6], []>
joinable by a reduction of rules <[4,6], []>
joinable by a reduction of rules <[4,6], []>
Critical Pair <F(E,E), G(D(?x),D(?x))> by Rules <0, 4>Parallel Step <3>
joinable by a reduction of rules <[3], [0,0]>
joinable by a reduction of rules <[3], [0,0]>
Critical Pair <F(E,E), G(D(?x),D(?x))> by Rules <0, 5>Parallel Step <3>
joinable by a reduction of rules <[3], [0,0]>
joinable by a reduction of rules <[3], [0,0]>
Critical Pair <F(F(D(?x_1),D(?x_1)),F(E,D(?x_1))), G(D(?x_1),D(?x_1))>
by Rules <1, 5>Parallel Step <2,5>
joinable by a reduction of rules <[5,6,2,3], [0,0]>
joinable by a reduction of rules <[5,6,2,3], [0,0]>
joinable by a reduction of rules <[5,6,2,3], [0,0]>
joinable by a reduction of rules <[5,6,2,3], [0,0]>
joinable by a reduction of rules <[5,2,6,3], [0,0]>
joinable by a reduction of rules <[5,2,6,3], [0,0]>
joinable by a reduction of rules <[5,2,6,3], [0,0]>
joinable by a reduction of rules <[5,2,6,3], [0,0]>
joinable by a reduction of rules <[2,5,6,3], [0,0]>
joinable by a reduction of rules <[2,5,6,3], [0,0]>
joinable by a reduction of rules <[2,5,6,3], [0,0]>
joinable by a reduction of rules <[2,5,6,3], [0,0]>
joinable by a reduction of rules <[5,6,2,3], [0,0]>
joinable by a reduction of rules <[5,6,2,3], [0,0]>
joinable by a reduction of rules <[5,2,6,3], [0,0]>
joinable by a reduction of rules <[5,2,6,3], [0,0]>
joinable by a reduction of rules <[2,5,6,3], [0,0]>



joinable by a reduction of rules <[2,5,6,3], [0,0]>
Satisfiable by 2,4,5>0,1,3,6
Diagram Decreasing
Direct Methods: Commute

Final result: Commute
commute_examples/test/ex16.trs: YES (0 msec.)

実装した可換性自動判定システムを用いて，用意した 17例の可換性問題に対して実験を行った．
その実験結果を表 1に示す．書き換え列の上限ステップ数を 4にしたところ，全ての例の可換性判定
に成功した．上記の与えられた手続きで示したように，R1, R2の両方が線形の場合は，定理 1に基
づく可換性判定を行い，R1もしくはR2が線形の場合は，定理 2に基づく可換性判定を行っている．
またR1, R2の両方が真左線形の場合は，定理 3に基づく可換性判定を行っている．表 1のRi \ Rj

はRiのRj に対する重なりが排他的かどうか，nは書き換え列の上限ステップ数を表す．実験に用
いた例は http://www.nue.riec.tohoku.ac.jp/papers/12/ppl-matoba-appdx.pdfで公開して
いる．

表 1. 可換性自動判定の実験結果
R1 R2 R1 \ R2 R2 \ R1 n = 2 n = 3 n = 4

例 1 線形 真左線形 © © × × ©
例 2 真左線形 真左線形 × © × × ©
例 3 線形 線形 × × © © ©
例 4 線形 線形 © © © © ©
例 5 真左線形 真左線形 © © © © ©
例 6 線形 線形 © © © © ©
例 7 線形 線形 © © © © ©
例 8 線形 線形 © © © © ©
例 9 線形 線形 © © © © ©
例 10 線形 線形 © © © © ©
例 11 真左線形 線形 © © × × ©
例 12 真左線形 真左線形 © © × × ©
例 13 真左線形 真左線形 © © © © ©
例 14 線形 線形 × © × © ©
例 15 線形 線形 × © × © ©
例 16 線形 線形 © © © © ©
例 17 真左線形 線形 × © × © ©

7 まとめ

本論文では，片側減少ダイアグラムを提案するとともに，片側減少ダイアグラムに基づく項書き
換えシステムの可換性証明法を提案した．
まず，抽象リダクションシステムにおいて，片側減少ダイアグラムに基づく可換性十分条件を減

少ダイアグラム法に基づいて示した．そして，片側減少ダイアグラムに基づき，線形項書き換えシ
ステムと左線形項書き換えシステムに対する可換性十分条件を与えた．次に，並行書き換えのアイ
デアを用いることで，重なりが排他的となる左線形項書き換えシステム同士に対する可換性の十分



条件を与えた．また，この 2つの可換性十分条件が互いに包含していないことを示した．最後に，提
案手法に基づく可換性自動証明システムを実装し，項書き換えシステムの可換性証明実験を行なっ
た．本論文で提案した手法を用いることにより，従来の危険対解析に基づく十分条件が適用できな
い場合でも，可換性の自動証明に成功する場合があることを確認した．
今回提案した可換性証明法では，左線形項書き換えシステムに対して，全ての重なりが排他的と

なる項書き換えシステムに制限しているが，より多くの左線形項書き換えシステムの可換性証明が
可能となるように，条件を緩和することは今後の課題である．また，危険対の精密な場合分けへの
拡張も今後の課題である．
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