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概 要 項書き換えシステムを用いて記述したプログラムが，多項式時間で計算可能で
あること示す様々な手法が知られている．Marion (2003)は多項式サイズ正規形を保証
する軽多重集合経路順序を提案し，この順序により方向付け可能な項書き換えシステム
においては，任意の項は多項式時間で評価可能であることを示した．また，多項式時間
で計算可能な任意の関数は，この軽多重集合経路順序によって方向付けが可能であるよ
うな項書き換えシステムによって記述できることも示されている．しかしながら，一般
に項書き換えシステムを与えたとき，多項式サイズ正規形が保証される場合でも，軽多
重集合経路順序で方向付けができないことがある．このため，より一般的な経路順序に
よって多項式サイズ正規形を保証できることが望ましい．本論文では，軽多重集合経路
順序を拡張し，より一般的な項書き換えシステムに対して多項式サイズ正規形を保証す
る新しい経路順序を提案する．

1 はじめに

項書き換えシステムにおける停止性は，合流性判定や完備化手続きを用いる上で不可欠な性質で
あり，辞書式経路順序 [6]や多重集合経路順序 [6]，依存対法 [2]，多項式解釈による順序付け [8]な
ど様々な判定法が知られている．しかし，項書き換えシステムで記述されたプログラムが停止する
としても，計算時間が現実的であることを保証するためには計算量の評価が必要である．

Bellantoniと Cookは原始帰納関数の原始再帰において再帰に用いる引数を制限することで多項
式時間計算可能な関数を特徴付けした [7]．同様の特徴付けを停止性証明に用いられる経路順序に導
入することによって，多項式時間計算可能であることを保証する手法が提案されている．Marionは
軽多重集合経路順序 [11]を提案し，簡素な項書き換えシステムの多項式サイズ正規形を保証するこ
とで，正規形評価手続きEVALでの多項式時間計算可能性を示した．また，書き換えの導出列長が
多項式であることにもとづいて多項式時間計算可能性を保証する手法として，新井とMoserが提案
した FPのための経路順序 [1]，それを AvanziniとMoser が発展させた多項式経路順序 [3][4]があ
る．経路順序によらない計算量の解析法としては，Moserらによる行列解釈を用いた解析法 [9]，廣
川とMoser の依存対法に基づく解析法 [10]などが提案されている．
本論文では，Marionの軽多重集合経路順序 [11] における置換順序による引数の比較をより一般

的な比較に置き換えた新しい経路順序を提案する．そして，この新しい経路順序で方向付けが可能
な項書き換えシステムにおいては多項式サイズ正規形が保証されることを証明する．提案する経路
順序をもちいることで，より一般的な簡素な項書き換えシステムに対して多項式サイズ正規形の保
証が可能となる．

2 準備

ソート集合 S と関数記号集合 F を有限集合とする．この 2つの集合の対 (S,F)をシグネチャと
よぶ．(S,F)上の関数記号 f ∈ F は，それぞれアリティと型をもつ．f の型は，ソート s, s1, . . . , sn

について f : s1, . . . , sn → sと記す (n ≥ 0)．このとき，f のアリティは nである．特に，n = 0



の場合を定数とよび，その型は単に f : sと書く．変数集合を V と記し，ソート s ∈ S の変数集
合 Vs は可算無限集合とする (V =

∪
s∈S Vs)．ソート sの F ,V 上の項の集合を T (F ,V)s と記し，

(1)Vs ⊆ T (F ,V)s，(2)f : s1, . . . , sn → sかつ ti ∈ T (F ,V)si
ならば，f(t1, . . . , tn) ∈ T (F ,V)s と定

義する (T (F ,V) =
∪

s∈S T (F ,V)s)．項 tに現れる変数の集合を V ar(t)と記す．V ar(t) = ∅となる
tを基底項とよび，その集合を T (F)と記す．
代入 σとは V から T (F ,V)への写像である．また，V から T (F)への写像である σを基底代入

とよぶ．各ソート s ∈ S に対して，ソート sのホール¤sを特別な定数とする．文脈 C〈 〉はホール
を 1つだけ含む項である．文脈C〈 〉のホール¤s を任意の項 t ∈ T (F ,V)s で置き換えて得られる項
を C〈t〉で表す．項 uが項 tの部分項であるとは，t = C〈u〉となる文脈Cがあるときをいい，t D u

と記す．項 t ∈ T (F ,V)のサイズ |t|は (1)tが変数または定数のとき 1，(2)t = f(t1, . . . , tn)のとき
Σn

i=1|ti| + 1 とする．また，高さ ht(t)は (1)tが変数または定数のとき 1，(2)t = f(t1, . . . , tn)のと
きmax1≤i≤n ht(ti) + 1 とする．

l 6∈ Vかつ V ar(r) ⊆ V ar(l)なる項 l, rの対を書き換え規則とよび，l → rと記す．ソート集合 S，
関数記号集合F，書き換え規則の有限集合Rの組 〈S,F ,R〉を項書き換えシステムという．また，関
数記号集合F を定義関数記号集合D = {f | f(t1, . . . , tn) → r ∈ R} と構成子集合 C = F \D に分割
したとき，項 t ∈ T (C,V)を構成子項とよび，定義関数記号 f ∈ Dと構成子項 v1, . . . , vn ∈ T (C,V)
からなる項 f(v1, . . . , vn)を基本項とよぶ．項書き換えシステムRが構成子システムであるとは，す
べての書き換え規則の左辺が基本項であるときであり，構成子システムを 〈S, C,D,R〉 で表す．
ソートS上の順序ÂSを次をみたす最小の順序とする．あるc ∈ Cが存在して，c : s1, . . . , s

′, . . . , sn →
s かつ s 6= s′ならば s ÂS s′．また，構成子項が木構造とならず，リストのような一方向にだけ再帰
することを表すために次のことを定義する．ソート集合 Sが構成子集合 Cにおいて簡素である [11]
とは，あらゆる c ∈ Cの型 s1, . . . , sn → sについて，si = sとなる iはただ 1つ，かつ，ÂS は非循
環である1ときをいう．Sが Cにおいて簡素であるとき，構成子システム 〈S, C,D,R〉 を簡素な構成
子システムとよぶ．

例 2.1 以下で与える自然数上のリストの最小の要素を取り出す項書き換えシステム 〈S, C ∪ D,R〉
は，簡素な構成子システム 〈S, C,D,R〉である．

S = {Nat, List(Nat)}
C = {0 : Nat, suc : Nat → Nat, nil : List(Nat), cons : Nat, List(Nat) → List(Nat)}
D = {inf : Nat,Nat → Nat, listInf : List(Nat) → Nat}

R =



inf(0, y) → 0
inf(x,0) → 0
inf(suc(x), suc(y)) → suc(inf(x, y))
listInf(nil) → 0
listInf(cons(x, xs)) → inf(x, listInf(xs))

Rを項書き換えシステムとする．文脈C，代入σ，書き換え規則 l → r ∈ Rが存在して，t = C〈lσ〉
かつ s = C〈rσ〉となるとき，t →R sと記す．また，Rが明らかなときは，単に t → sと記す．→R

の推移閉包を +→R，反射推移閉包を
∗→Rと記す．t →R uとなる項 uが存在しないとき，tを正規形

とよぶ．t
!→R sと記すときは，t

∗→R sとなり sは正規形であることを意味する．
本論文では，関数記号集合F上の順序ÂF を以下の条件をみたすものとする．任意の f ∈ D, c ∈ C

について f ÂF c が成立し，さらに，任意の c1, c2 ∈ Cについて c1 6ÂF c2．ÂF にもとづく関数記号
f のランクを rank(f)と記し，以下の条件をみたす自然数と定義する．c ∈ Cならば rank(c) = 0，
f ÂF gならば rank(f) > rank(g)．
項上の順序Âから得られる多重集合経路順序 [6]をÂmpo，辞書式順序 [6]をÂlpoと記す．
1文献 [11]にこの条件はないが，命題 5.9(文献 [11]の命題 17) を証明するのに必要である．



3 置換軽経路順序

この節では，軽多重集合経路順序 [11]について述べる．なお，軽多重集合経路順序の定義では実
際には多重集合順序ではなく，置換順序を用いている．そのため，本論文では正確を期すため，置
換軽経路順序と呼称する．

Bellantoniと Cookは原始帰納関数の原始再帰において再帰に用いる引数を制限することで多項
式時間計算可能な関数を特徴付けした [7]．そこで用いられた多項式時間計算可能な関数を特徴付け
る原始再帰は以下の式で表される．

f(0; y1, . . . , yn) = g(y1, . . . , yn)
f(si(x); y1, . . . , yn) = hi(x; y1, . . . , yn, f(x; y1, . . . , yn))

この式ではセミコロン ( ; )を用いて再帰に用いられる引数の位置と，パラメータに用いられる引数
の位置を区別している．同様の特徴付けを経路順序に導入するために数価を用いる．直観的には，
再帰に使われる引数の位置の数価が 1，パラメータに用いられる引数の位置の数価が 0となる．
アリティnの関数記号 f の数価は写像 v(f) : {1, . . . , n} 7→ {0, 1}である．このとき，vは数価関数

であり，v(f)(i)を項 f(. . . , ti, . . . )の位置 iにおける数価とよび，v(f, i)とあらわす．また，c ∈ Cの
数価 v(c)は，任意の iについて v(c, i) = 0とする．f ∈ Dについて数価 v(f)が与えられているとき，
一般性を失うことなく，v(f, i) = 1 (i ≤ p)，v(f, j) = 0 (j > p)と仮定する．さらに，T (C ∪ D,V)
上の項 t = f(t1, . . . , tn)での数価を明示したいときには，f(t1, . . . , tp; tp+1, . . . , tn)とあらわす．こ
のとき，f の型 s1, . . . , sn → sを s1, . . . , sp; sp+1, . . . , sn → sと記す．また，ルートが構成子である
項 c(t1, . . . , tn)をこの表記であらわすと，c(; t1, . . . , tn)となるが以下では省略する．

定義 3.1 (置換順序) ÂをT (C∪D,V)上の項における順序とするとき，{t1, . . . , tn} ÂP {s1, . . . , sn}
を次のように定義する．ただし，πは {1, . . . , n} 7→ {1, . . . , n}となる置換である．

{t1, . . . , tn} ÂP {s1, . . . , sn}
def⇔ ∃π.(1 ≤ ∀i ≤ n.ti º sπ(i)) ∧ (1 ≤ ∃j ≤ n.tj Â sπ(j))

ここで，書き換え規則における順序として軽経路順序 [11]を定義し，さらに，それを用いて置換
軽経路順序 (軽多重集合経路順序 [11])を定義する．

定義 3.2 (軽経路順序 [11]) ÂF を F 上の順序とする．T (C ∪ D,V) の項における軽経路順序 ÂL

を次のように再帰的に定義する．

1. c(. . . , ti, . . . ) ÂL s (c ∈ Cかつ ti ºL sのとき)

2. f(. . . , ti, . . . ; . . . ) ÂL s (f ∈ Dかつ ti ºL sのとき)

3. f(t1, . . . , tn) ÂL g(s1, . . . , sm)
(f ÂF gであり，あらゆる 1 ≤ i ≤ mについて f(t1, . . . , tn) ÂL siであるとき)

定義 3.3 (置換軽経路順序 (軽多重集合経路順序 [11])) ÂF を F 上の順序とする．T (C ∪ D,V)上
の置換軽経路順序ÂPLは，次のように再帰的に定義される．

1. t ÂPL s (t ÂL sのとき)

2. f(. . . , ti, . . . ) ÂPL s (ti ºPL sのとき)

3. f(t1, . . . , tn) ÂPL g(s1, . . . , sq; sq+1, . . . , sm)
(f ÂF gであり，すべての 1 ≤ i ≤ qについて f(t1, . . . , tn) ÂL siかつ，すべての q+1 ≤ j ≤ m

について f(t1, . . . , tn) ÂPL sj であるとき)

4. f(t1, . . . , tp; tp+1, . . . , tn) ÂPL f(s1, . . . , sp; sp+1, . . . , sn)
(f ∈ Dかつ，{t1, . . . , tp} ÂP

L {s1, . . . , sp}，{tp+1, . . . , tn} ºP
PL {sp+1, . . . , sn} のとき)



また，置換軽経路順序 (軽多重集合経路順序 [11])は次の特性を持つ．

命題 3.4 [11] (a) t ÂL s ⇒ t ÂPL s，(b) t ÂPL s ⇒ t Âmpo s．

命題 3.5 [11] s,tを T (C,V)上の項とする．このとき，t ÂL s ⇔ t ÂPL s ⇔ t B s．

ここで，実際に置換軽経路順序 (軽多重集合経路順序)での書き換え規則の順序付けを考える．

例 3.6 例 2.1の項書換えシステムについて，ÂPLで順序付け可能か考える．ただし，listInf ÂF inf

とし，inf : Nat;Nat → Nat，listInf : List(Nat);→ Natとする．
ここで，3つめの書き換え規則を考える．

suc(x) ÂL x

{suc(x)} ÂP
L {x}

suc(y) ÂPL y

{suc(y)} ºP
PL {y}

inf(suc(x); suc(y)) ÂPL inf(x; y)
inf ÂF suc

inf(suc(x); suc(y)) ÂPL suc(inf(x; y))
また，最後の書き換え規則を考えると，

cons(x, xs) ÂL x

listInf(cons(x, xs); ) ÂL x

cons(x, xs) ÂL xs

listInf(cons(x, xs); ) ÂPL listInf(xs; )
listInf ÂF inf

listInf(cons(x, xs); ) ÂPL inf(x; listInf(xs; ))
となり置換軽経路順序で順序付けできることがわかる．

しかし，置換軽経路順序 (軽多重集合経路順序)では次のような例に対して順序付けはできない．

例 3.7 n個の偶数のリストを求める書き換え規則の集合を考える．ただし，lev ÂF lev1とし，lev1 :
Nat; Nat, List(Nat) → List(Nat)，lev : Nat;→ List(Nat) とする．

Rlev =


lev1(0; y, z) → z

lev1(suc(x); y, z) → lev1(x; suc(suc(y)), cons(y, z))
lev(x; ) → lev1(x;0,nil)

2つめの書き換え規則について，ÂPL順序付けを試みる．このとき，suc(x) ÂL x，y ÂPL suc(suc(y))，
z ÂPL cons(y, z) となる必要があるが後者 2つは成り立たない．

suc(x) ÂL x

{suc(x)} ÂP
L {x}

⊥
y ÂPL suc(suc(y))

⊥
z ÂPL cons(y, z)

{y, z} ÂP
PL {suc(suc(y)), cons(y, z)}

lev1(suc(x); y, z) ÂPL lev1(x; suc(suc(y)), cons(y, z))
y 6ÂPL suc(suc(y))，z 6ÂPL cons(y, z)であるので，置換軽経路順序では順序付けはできない．

例 3.7はÂPLで順序付けできないが，正規形は多項式サイズとなる．このような項書き換えシス
テムについても，多項式サイズ正規形を保証できるように拡張する方法を次節で提案する．

4 擬置換軽経路順序

この節では，前節の置換軽経路順序 (軽多重集合経路順序 [11]) を拡張した擬置換軽経路順序を提
案する．置換軽経路順序は，両辺のルート記号が同じである書き換え規則の順序付けについて置換
順序を用い，書き換え規則の両辺のすべての引数を置換順序を用いて比較している．しかし，数価
0となる位置はパラメータとして用いられるので置換順序では必要以上に制限してしまう．このた
め，一般的にアキュムレータを持つような項書き換えシステムにおいては置換軽経路順序は成り立
たない．そのため，置換順序の適用を数価 1となる位置にのみ留め，数価 0の位置については辞書
式経路順序で用いられる項全体と比較するように変更することで，置換軽経路順序を拡張すること
が可能である．以下では，このような考え方に基づいた新しい経路順序を提案する．



定義 4.1 (擬置換軽経路順序，擬軽経路順序) ÂF をF上の順序とする．T (C ∪D,V)上の擬置換軽
経路順序ÂQPLと擬軽経路順序ÂQLを，次のように再帰的に定義する．

1-1 t ÂQPL s (t ÂL sのとき)

1-2 f(. . . , ti, . . . ) ÂQPL s ( ti ºQPL sのとき)

1-3 f(t1, . . . , tn) ÂQPL g(s1, . . . , sq; sq+1, . . . , sm)
(f ÂF gであり，すべての 1 ≤ i ≤ qについて f(t1, . . . , tn) ÂL siかつ，すべての q+1 ≤ j ≤ m

について f(t1, . . . , tn) ÂQPL sj であるとき)

1-4 f(t1, . . . , tp; tp+1, . . . , tn) ÂQPL f(s1, . . . , sp; sp+1, . . . , sn)
(f ∈ Dかつ，{t1, . . . , tp} ÂP

L {s1, . . . , sp}かつ，
すべての p + 1 ≤ j ≤ nについて f(t1, . . . , tp; tp+1, . . . , tn) ÂQL sj であるとき)

2-1 t ÂQL s (t ÂL sのとき)

2-2 f(. . . , ti, . . . ) ÂQL s ( f ∈ C ∪ Dかつ，ti ºQPL sのとき)

2-3 f(t1, . . . , tn) ÂQL g(s1, . . . , sq; sq+1, . . . , sm)
(f ÂF gであり，すべての 1 ≤ i ≤ qについて f(t1, . . . , tn) ÂL siかつ，すべての q+1 ≤ j ≤ m

について f(t1, . . . , tn) ÂQL sj であるとき)

擬置換軽経路順序ÂQPLの定義 (1-1)，(1-2)，(1-3)は，それぞれ置換軽経路順序ÂPL(定義 3.3)の
(1)，(2)，(3)に対応している．また，(1-4)は tと si (1 ≤ i ≤ p)の比較は ÂPLと同じく置換順序
であるが，tと sj (p + 1 ≤ j ≤ n)には擬軽経路順序ÂQLを用いる．ここで，tと sj の比較にÂQPL

を用いてしまうと，後述に示す例 4.5のような多項式サイズ正規形とならないものについても成り
立ってしまうので，ここはÂQLで比較しなければならない．ÂQLの定義は，ÂQPLの定義 (1-1)か
ら (1-3)と似ているが，(2-2)では ti ºQPL sとなることに注意する．
ここで前述の例について考えると，確かに順序付けができるようになっている．

例 4.2 例 3.7について，ÂQPLで順序付け可能か考える．ここで，t = lev1(suc(x); y, z)とし，2つめ
の書き換え規則について考える．ÂPLで順序付け可能となるには，suc(x) ÂL x，y ÂPL suc(suc(y))，
z ÂPL cons(y, z)となる必要があり，実際にはy 6ÂPL suc(suc(y))，z 6ÂPL cons(y, z)であるので成り
立たなかった．しかし，ÂQPLでの順序付けでは，suc(x) ÂL x，t ÂQL suc(suc(y))，t ÂQL cons(y, z)
であればよいので，条件は緩くなっている．したがって，

suc(x) ÂL x

{suc(x)} ÂP
L {x}

t ÂQL suc(y) lev1 ÂF suc

t ÂQL suc(suc(y))
t ÂQL y t ÂQL z lev1 ÂF cons

t ÂQL cons(y, z)
t ÂQPL lev1(x; suc(suc(y)), cons(y, z))

となるので，ÂQPLでは順序付けできる．

また，置換軽経路順序 (軽多重集合経路順序 [11]) で順序付けできるものについても，擬置換軽経
路順序での順序付けができることを示す．

例 4.3 例 2.1の項書き換えシステムについて例 3.6の条件のもとでÂQPLで順序付け可能か考える．
ここで，3つめの書き換え規則を考えると，

suc(x) ÂL x

{suc(x)} ÂP
L {x}

suc(y) ÂQPL y

inf(suc(x); suc(y)) ÂQL y

inf(suc(x); suc(y)) ÂQPL inf(x; y)
inf ÂF suc

inf(suc(x); suc(y)) ÂQPL suc(inf(x; y))



であり，最後の書き換え規則を考えると，
cons(x, xs) ÂL x

listInf(cons(x, xs); ) ÂL x

cons(x, xs) ÂL xs

listInf(cons(x, xs); ) ÂQPL listInf(xs; )
listInf ÂF inf

listInf(cons(x, xs); ) ÂQPL inf(x; listInf(xs; ))
となるので，ÂQPLで順序付けできることがわかる．

例 4.4 リストを反転させる書き換え規則の集合 Rrev は，ÂQPL で順序付け可能である．ただし，
rev ÂF rev1とし，rev1 : List(Nat);List(Nat) → List(Nat)，rev : Nat;→ List(Nat)とする．

Rrev =


rev1(nil; ys) → ys

rev1(cons(x, xs); ys) → rev1(xs; cons(x, ys))
rev(xs; ) → rev1(xs;nil)

2つめの書き換え規則は以下のようにÂQPLで順序付けできる．ただし，s = rev1(cons(x, xs); ys)
とする．

cons(x, xs) ÂL xs

{cons(x, xs)} ÂP
L {xs}

s ÂQL x s ÂQL ys rev1 ÂF cons

s ÂQPL cons(x, xs)
s ÂQPL rev1(xs; cons(x, ys))

例 4.5 2nを求める書き換え規則の集合Rexpは，ÂQPLで順序付け不可能である．ただし，exp ÂF

exp1とし，exp1 : Nat; Nat → Nat，exp : Nat;→ Nat とする．

Rexp =


exp1(0; y) → suc(y)
exp1(suc(x); y) → exp1(x; exp1(x; y))
exp(x; ) → exp1(x;0)

2つめの書き換え規則について考えると，
suc(x) ÂL x

{suc(x)} ÂP
L {x}

⊥
exp1(suc(x); y) ÂQL exp1(x; y)

exp1(suc(x); y) ÂQPL exp1(x; exp1(x; y))
となるので，RexpはÂQPLで順序付けできない．sucが n回繰り返された項を sucn(0)とあらわす

とき，exp(sucn(0)) !→ suc2n
(0) となり，確かに多項式サイズ正規形とはならない．

exp1(suc(x); y)と exp1(x; y)の比較にÂQLを用いる必要があるため順序付けに失敗することに注
意する．この比較にÂQLではなくÂQPLが使えた場合，exp1(suc(x); y) ÂQPL exp1(x; y)であること
から exp1(suc(x); y) ÂQPL exp1(x; exp1(x; y)) が成立してしまう．従って，仮に，擬置換軽経路順序
の定義 (1-4)のすべての p + 1 ≤ j ≤ nについて f(t1, . . . , tp; tp+1, . . . , tn) ÂQL sj であるという条件
を f(t1, . . . , tp; tp+1, . . . , tn) ÂQPL sj に置き換えたとすると，Rexpが多項式サイズ正規形ではない
にもかかわらず，順序付けに成功してしまう．つまり，多項式サイズ正規形であることを保証するた
めには，ÂQPLの定義 (1-4)の f(t1, . . . , tp; tp+1, . . . , tn) ÂQL sjを f(t1, . . . , tp; tp+1, . . . , tn) ÂQPL sj

に置き換えることは出来ない．

例 4.6 入力nを与えると 1からnまでの総和を求める書き換え規則の集合Rsumは，ÂQPLで順序付
け可能である．ただし，sum ÂF sum1 ÂF add とし，add : Nat,Nat;→ Nat，sum1 : Nat; Nat →
Nat，sum : Nat;→ Natとする．

Rsum =



add(x,0; ) → x

add(x, suc(y); ) → suc(add(y, x; ))
sum1(0; y) → y

sum1(suc(x); y) → sum1(x; add(suc(x), y; ))
sum(x; ) → sum1(x;0)



この 4つめの書き換え規則について考えると，
suc(x) ÂL x

{suc(x)} ÂP
L {x}

sum1(suc(x); y) ÂL suc(x) sum1(suc(x); y) ÂL y sum1 ÂF add

sum1(suc(x); y) ÂQL add(suc(x), y; )
sum1(suc(x), y) ÂQPL sum1(x; add(suc(x), y; ))

となるので，擬置換軽経路順序で順序付け可能である．しかし，置換軽経路順序だけではなく，多
重集合経路順序や辞書式経路順序でも順序付けはできない．

しかし，次のような例は多項式サイズ正規形となるがÂQPLでの順序付けはできない．

例 4.7 除算の書き換え規則の集合Rquotは次のようになる．ただし，quot ÂF minus とし，quot :
Nat; Nat → Nat，minus : Nat;Nat → Natとする．

Rquot =



minus(0; y) → 0
minus(suc(x);0) → suc(x)
minus(suc(x); suc(y)) → minus(x, y)
quot(0; suc(y)) → 0
quot(suc(x); suc(y)) → suc(quot(minus(x; y); suc(y)))

このとき，5つめの書き換え規則はÂQPLで順序付けできない．

⊥
suc(x) ÂL minus(x; y)

{suc(x)} ÂP
L {minus(x; y)}

quot(suc(x); suc(y)) ÂQL suc(y)

quot(suc(x); suc(y)) ÂQPL quot(minus(x; y); suc(y)
quot ÂF suc

quot(suc(x); suc(y)) ÂQPL suc(quot(minus(x; y); suc(y)))

これから，擬置換軽経路順序についてのいくつかの特性を示す．まず，置換軽経路順序と擬置換
軽経路順序の関係について，次のことが言える．

定理 4.8 (1)t ÂL s ⇒ t ÂQPL s，(2)t ÂPL s ⇒ t ÂQPL s，(3)t ÂQL s ⇒ t ÂQPL s．

(証明)

(1) t ÂL s ⇒ t ÂQPL sは定義 4.1(1-1)より自明．

(2) t ÂPL s ⇒ t ÂQPL sを定義に関する帰納法で示す．

(i) t ÂPL sが t ÂL sで成り立っているときは，定義 4.1(1-1)より自明．

(ii) t = f(t1, . . . , tn)かつ ti ºPL sとなる場合．帰納法の仮定より ti ºQPL sとなるので，定
義 4.1(1-2)から t ÂQPL sとなる．

(iii) t = f(t1, . . . , tp; tp+1, . . . , tn)，s = g(s1, . . . , sq; sq+1, . . . , sm)かつ f ÂF g であり，す
べての 1 ≤ i ≤ q について t ÂL si が成り立ち，すべての q + 1 ≤ j ≤ mについて
t ÂPL sj が成り立つ場合．後者と帰納法の仮定より，t ÂQPL sj となる．よって，すべて
の q + 1 ≤ j ≤ mで t ÂQPL sj となるので，定義 4.1(1-3)より t ÂQPL s．

(iv) t = f(t1, . . . , tp; tp+1, . . . , tn)，s = f(s1, . . . , sp; sp+1, . . . , sn)かつ f ∈ Dであり，
{t1, . . . , tp} ÂP

L {s1, . . . , sp}，{tp+1, . . . , tn} ºP
PL {sp+1, . . . , sn} となる場合．置換順序

の定義から，すべての p+1 ≤ j ≤ nについて tj ºPL sπ(j)となる πが存在する．ここで，
一般性を失うことなく j = π(j)と仮定する．よって，帰納法の仮定より tj ºQPL sj とな
る．これより，定義 4.1(2-2)より t ÂQL sjとなる．したがって，あらゆる p + 1 ≤ j ≤ n

について t ÂQL sj となるので，定義 4.1(1-4)より t ÂQPL sは成り立つ．
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(3) t ÂQL s ⇒ t ÂQPL sを定義に関する帰納法で示す．

(i) t ÂQL sが t ÂL sで成り立っているときは，定義 4.1(1-1)より自明．

(ii) t ÂQL sが t = f(t1, . . . , tn)かつ ti ºQPL sとなる場合．定義 4.1(1-2)から t ÂQPL sと
なる．

(iii) t ÂQL sが t = f(t1, . . . , tp; tp+1, . . . , tn)，s = g(s1, . . . , sq; sq+1, . . . , sm)かつ f ÂF gで
あり，すべての 1 ≤ i ≤ qについて t ÂL siが成り立ち，すべての q + 1 ≤ j ≤ mについ
て t ÂQL sj が成り立つ場合．後者と帰納法の仮定より，t ÂQPL sj となる．よって，す
べての q + 1 ≤ j ≤ mで t ÂQPL sj となるので，定義 4.1(1-3)より t ÂQPL s． ¤

この定理より，ÂPL ⊆ ÂQPLであることを示した．また，命題 3.4(b)からÂPL ⊆ Âmpoであるが，
一方で，ÂQPL 6⊆ Âmpoである．ここで，各経路順序の関係を図 1にあらわす．

QPL，PL，MPO，LPOのクラスはそれぞれ，擬置換軽経路順序，置換軽経路順序 (軽多重集合
経路順序 [11])，多重集合経路順序 [6]，辞書式経路順序 [6]で順序付けできる構成子システムの集合
をあらわす．なお，斜線部分は多項式サイズ正規形を保証しており，QPLと PLは多項式サイズ正
規形は保証されているが，MPOと LPOは保証されていない．
例 2.1(listInf)は，擬置換軽経路順序で順序付けできるので PLに含まれる．また，例 3.7(lev)と

例 4.4(rev)は，擬置換軽経路順序で順序付けできるが，置換軽経路順序ではできない．さらに，こ
の 2例は辞書式経路順序で順序付けできる．例 4.5(exp)は，多項式サイズ正規形とならないので，
擬置換軽経路順序で順序付けできず QPLには含まれない．また，例 4.6(sum)はMPOと LPOに
は含まれないにも関わらず，QPLには含まれる．

次に，T (C,V)上では，ÂPL=ÂQPLとなるので，命題 3.5を用いて，次の補題が成り立つ．

補題 4.9 t, sを T (C,V)上の項とするとき，t ÂL s ⇔ t ÂQPL s ⇔ t B s．



最後に，擬置換軽経路順序の整礎性を示す．置換軽経路順序の整礎性は，命題 3.4より多重集合
経路順序 [6]の整礎性から示されているが，擬置換軽経路順序は Âmpo に含まれていないので文献
[12]の整礎性証明の手法を用いて示す．

定理 4.10 T (C ∪ D,V)上の順序ÂQPLは整礎である．

(証明) はじめに次のことを定義しておく．まず，T (C ∪D,V)上の項 tについて，無限列 t ÂQPL

t1 ÂQPL t2 ÂQPL · · · が存在しないような tの集合を SN(ÂQPL)とする．また，SN(ÂQPL) = {t ∈
T (C ∪ D,V)|∀u C t. u ∈ SN(ÂQPL)} と定義する．2つの項 t = f(t1, . . . , tm), s = g(s1, . . . , sn)に
ついて f ÂF g (f ºF g, f = g)が成り立つとき，t ÂΛ s (t ºΛ s, t =Λ s)と記す．このとき，ÂF

の整礎性からÂΛも整礎である．さらに，ÂL ⊆ ÂmpoからÂLも整礎であり，その置換順序である
ÂP

L も整礎である．
u0 ∈ SN(ÂQPL)とするとき，部分項関係Bについて極小な無限列 u0 ÂQPL u1 ÂQPL u2 ÂQPL · · ·

を考える．ここで，極小な無限列 u0 ÂQPL u1 ÂQPL u2 ÂQPL · · · の定義は，(1)u0 B v ならば
v ∈ SN(ÂQPL)，かつ，(2)任意の i ≥ 0について ui+1 B vかつ ui ÂQPL vならば，v ∈ SN(ÂQPL)
である [12]．
ここで，t ÂQPL sとなる項 t = f(t1, . . . , tp; tp+1, . . . , tn), s = g(s1, . . . , sq; sq+1, . . . , sm)につい

て，次の (S1)から (S3)の条件について考える．

(S1) 1 ≤ ∃i ≤ n. ti ºQPL s

(S2) 1 ≤ ∀j ≤ m. t ÂQPL sj ∧ t ÂΛ s

(S3) t =Λ s ∧ 1 ≤ ∀j ≤ n. t ÂQPL sj ∧ {t1, . . . , tp} ÂP
L {s1, . . . , sp}

まず，t ÂQPL sが t ÂL sの場合を考える．f ∈ Cかつ ti ºL sの場合，定理 4.8(1)から ti ºQPL sな
ので (S1)の条件をみたす．f ∈ Dかつ ti ºL s (1 ≤ i ≤ p)の場合も，定理 4.8(1)から ti ºQPL sなの
で (S1)をみたす．また、f ÂF gかつ t ÂL sj の場合は，(S2)をみたす．次に t ÂQPL sが ti ºQPL s

の場合，(S1)をみたす．t ÂQPL sが f ÂF g かつ，すべての 1 ≤ i ≤ q で t ÂL si かつ，すべて
の q + 1 ≤ j ≤ mで t ÂPL sj の場合，定理 4.8(1)から t ÂQPL si なので (S2)をみたす．最後に，
t ÂQPL sが t =Λ sかつ {t1, . . . , tp} ÂP

L {s1, . . . , sp}で，すべての p + 1 ≤ j ≤ nで t ÂQL sj の場合
を考える．置換順序の定義から，ti ºL sπ(i)となる πが存在する．これと定義 3.2から t ÂL sπ(i)と
なる．また，定理 4.8(3)から，t ÂQL sj ならば t ÂQPL sj となるので，(S3)の条件をみたす．した
がって，t ÂQPL sならば，(S1)から (S3)の条件のいずれかをみたす．
ここで，(S1) をみたす ui ÂQPL ui+1 はないことを示す．u0 ÂQPL u1 が (S1) をみたすとき，

u0 = f(t1, . . . , tn)かつ ti ºQPL u1となる．このとき，ti ÂQPL u1 ÂQPL · · · となる無限列が存在し，
極小性に矛盾する．u0 ÂQPL u1 ÂQPL · · · ÂQPL up−1 ÂQPL up ÂQPL up+1 ÂQPL · · · の無限列につい
て u0 ÂQPL u1 ÂQPL · · · ÂQPL up−1 ÂQPL upにあわられる擬置換軽経路順序は (S2)または (S3)をみ
たし，up ÂQPL up+1で初めて (S1)をみたすような p > 0が存在すると仮定する．up = f(. . . , ti, . . . )
とおくと，ti ºQPL up+1となる．また，up−1 ÂQPL f(. . . , ti, . . . )であり (S2)または (S3)をみたすの
で，up−1 ÂQPL ti．このとき，u0 ÂQPL u1 ÂQPL · · · ÂQPL up−1 ÂQPL ti ÂQPL up+1 ÂQPL · · · とな
る無限列が存在するので，極小性に矛盾する．したがって，無限列には (S1)をみたす ui ÂQPL ui+1

はない．
よって，無限列 u0 ÂQPL u1 ÂQPL u2 ÂQPL · · · は (S2)または (S3)のいずれかをみたすので，

u0 ºΛ u1 ºΛ u2 ºΛ · · · と書ける．ここで，ÂΛ は整礎であるから，ある q が存在して uq =Λ

uq+1 =Λ uq+2 =Λ · · · となる．このとき，無限列 uq ÂQPL uq+1 ÂQPL uq+2 ÂQPL · · · にあらわれる
擬置換軽経路順序は (S3)をみたしている．したがって，uk = h(vk

1 , . . . , vk
r ; vk

r+1, . . . , v
k
l ) (k ≥ q) と

おくと，{vk
1 , . . . , vk

r } ÂP
L {vk+1

1 , . . . , vk+1
r } ÂP

L {vk+2
1 , . . . , vk+2

r } ÂP
L . . . となる無限列が存在する．

これはÂP
L が整礎であることに矛盾する．したがって，擬置換軽経路順序は整礎である． ¤



5 擬置換軽経路順序の正規形サイズ

ここでは，文献 [11]での多項式サイズ正規形の証明を擬置換軽経路順序に適用する．
まず，ある定数 d ≥ 2によって数値を定めた多項式 Fk : N 7→ N (Nは自然数の集合) の系列を次

のように定義する．

F0(n) = nd (1)

Fk+1(n) = F d
k (n) (2)

定義 5.1 [11] T (C ∪ D)上の解釈 [ ] : T (C ∪ D) 7→ Nを次のように定義する．

• [b] = d (bが定数のとき)

• [c(; t1, . . . , tn)] = max1≤j≤n[tj ] + d (c ∈ Cのとき)

• [f(t1, . . . , tp; tp+1, . . . , tn)] = Fk(max(d, Σp
i=1[ti])) + maxp+1≤j≤n[tj ]

(f ∈ Dのランクが kのとき)

また，系列 Fkは次のような特性をもつ．

命題 5.2 [11] あらゆる n, k, dについて次のことが成り立つ．

1. Fk(n) = nddk

2. Fα
k+1(n) = Fαḋ

k (n)

3. あらゆる j ≤ kと n ≤ mについて n ≤ Fj(n) ≤ Fk(m)．

命題 5.3 [11] 任意の kと d ≥ 2について次のことが成り立つ．

1. 任意の n ≥ dと α, β > 0について，Fα
k (n) + F β

k (n) ≤ Fα+β
k (n)

2. 任意の nと α < dについて，Fα
k (n + 1) + Fk+1(n) ≤ Fk+1(n + 1)．

以下では d ≥ 2と仮定する．
また，項と解釈 [ ]について次の補題を示す．

補題 5.4 任意の項 s ∈ T (C ∪D)と T (C ∪D)上の解釈 [ ]における定数 dについて，[s] ≥ dとなる．
また，s ∈ T (C)ならば，[s] ≤ d · |s|となる．

(証明) [s] ≥ dについて [ ]の定義で場合分けする．sが定数の場合は，定義から [s] = d．s =
c(; s1, . . . , sn)かつc ∈ Cの場合，[s] = max1≤j≤n[sj ]+d ≥ dとなり成立．s = f(s1, . . . , sp; sp+1, . . . , sn)
かつf ∈ D (rank(f) = k)の場合，[s] = Fk(max(d, Σp

i=1[si]))+maxp+1≤j≤n[sj ]となる．max(d, Σp
i=1[si]) ≥

dとなるので，命題 5.2(3)より Fk(max(d,Σp
i=1[si])) ≥ d．よって，[s] ≥ dとなる．

次に [s] ≤ d · |s|を sの構造による帰納法で示す．sが定数の場合は |s| = 1なので，定義から
[s] = d = d · |s|．s = c(; s1, . . . , sn)かつ c ∈ C の場合，[c(; s1, . . . , sn)] = max1≤i≤n[si] + d．一
般性を失うことなく max1≤i≤n[si] = [s1] と仮定すると，帰納法の仮定より [s1] ≤ d · |s1|なので，
[c(; s1, . . . , sn)] ≤ max1≤i≤n[si] + d = [s1] + d ≤ d · |s1| + d ≤ d · (1 + |s1|) ≤ d · |s|．よって，
[s] ≤ d · |s|となる． ¤

次の定理は，文献 [11]における置換軽経路順序 (軽多重集合経路順序)に関する定理をもとにして
おり，同様の定理が擬置換軽経路順序でも示すことができる．

定理 5.5 s, tを |s| < dかつ t ÂQPL sとなるような T (C ∪ D,V)上の項とする．このとき，任意の
基底代入 σについて [tσ] > [sσ]となる．



(証明) |t|に関する帰納法で示す．まず，|t| > |t′|となる t′と任意の |u| < dとなる uについて
t′ ÂQPL uならば，任意の基底代入 σについて [t′σ] > [uσ]と仮定する．
このとき，次のように tの構造による場合分けする．

• t ∈ V の場合，t ÂQPL sとなる sは存在しない．

• t = c(; t1, . . . , tn)かつ c ∈ Cの場合．このとき，t ÂL sとなるか，tj ºQPL sとなる 1 ≤ j ≤ n

が存在する．前者の場合も，tj ºL sとなる 1 ≤ j ≤ nが存在するので，定理 4.8(1)より
tj ºQPL sとなる 1 ≤ j ≤ nが存在する．よって，帰納法の仮定より，[tjσ] ≥ [sσ]となる．こ
のとき，max1≤j≤n[tjσ] + d > [sσ]となるので，[tσ] > [sσ]は成り立つ．

• t = f(t1, . . . , tp; tp+1, . . . , tn)で f ∈ Dのランクを k + 1とする場合．このとき，次の (a)から
(c)を示す2．

(a) t ÂL sならば，[sσ] ≤ F
|s|
k (A)

(b) t ÂQL sならば，[sσ] ≤ F
|s|
k (A) + B

(c) t ÂQPL sならば，[sσ] ≤ F
|s|
k (A) + Fk+1(A − 1) + B

ただし，A = max(d, Σp
i=1[tiσ])，B = maxp+1≤j≤n[tjσ]とする．

まず，(a)について |s|の帰納法で示す．ここで，t ÂL sと仮定する．

• |s| = 1のとき，sが定数ならば [sσ] = d ≤ A ≤ F
|s|
k (A)となる．sが変数ならば，ti ºL sと

なる 1 ≤ i ≤ pが存在する．命題 4.8より ti ºQPL sとなり，|t|に関する帰納法の仮定より
[tiσ] ≥ [sσ]となる．よって，[sσ] ≤ [tσ] ≤ A ≤ F

|s|
k (A)より成り立つ．

• |s| > 1のとき，定義 3.2によって場合分けする．

(i) ti ºL sとなる 1 ≤ i ≤ pが存在する場合，命題 4.8と |t|に関する帰納法の仮定より
A ≥ [tiσ] ≥ [sσ]となる．

(ii) s = c(; s1, . . . , sm) (c ∈ C)かつ，すべての 1 ≤ i ≤ mで t ÂL siとなる場合．
[sσ] = max1≤i≤m[siσ] + d

≤ max1≤i≤m F
|si|
k (A) + d ((a)の帰納法の仮定より)

≤ max1≤i≤m F
|si|
k (A) + Fk(A) (d ≤ A ≤ Fk(A)より)

≤ Σm
i=1F

|si|
k (A) + Fk(A)

≤ F
Σm

i=1|si|
k (A) + Fk(A) (d ≤ Aと命題 5.3(1)より)

≤ F
1+Σm

i=1|si|
k (A) (d ≤ Aと命題 5.3(1)より)

≤ F
|s|
k (A)

(iii) s = g(s1, . . . , sq; sq+1, . . . , sm) (g ∈ D)，f ÂF gかつ，すべての 1 ≤ i ≤ mで t ÂL siと
なる場合．また，f ÂF gより g ∈ F のランクは ρ < k + 1となる．このとき，

[sσ] = Fρ(max(d, Σq
i=1[siσ])) + maxq+1≤j≤m[sjσ]

≤ Fρ(max(d, Σq
i=1[siσ])) + Σm

j=q+1[sjσ]

≤ Fρ(max(d, Σq
i=1F

|si|
k (A))) + Σm

j=q+1F
|sj |
k (A) ((a)の帰納法の仮定より)

≤ Fρ(max(d, F
Σq

i=1|si|
k (A))) + F

Σm
j=q+1|sj |

k (A) (d ≤ Aと命題 5.3(1)より)

≤ max(Fk(d), F 1+Σq
i=1|si|

k (A)) + F
Σm

j=q+1|sj |
k (A) (ρ ≤ kと命題 5.2(3)より)

= F
1+Σq

i=1|si|
k (A) + F

Σm
j=q+1|sj |

k (A) (d ≤ Aと命題 5.2(3)より)

≤ F
1+Σq

i=1|si|+Σm
j=q+1|sj |

k (A) (d ≤ Aと命題 5.3(1)より)
≤ F

|s|
k (A)

2(a)の証明は文献 [11]で示されており，(c)の証明は ÂPL における定理の証明を踏襲している．(b)および (c)(v)は
本論文独自の証明である．



以上から，(a)は成り立つ．

次に，(b)について |s|の帰納法で示す．ここで，t ÂQL sと仮定する．

• |s| = 1のとき，sが定数ならば [sσ] = d ≤ A ≤ F
|s|
k (A) + Bとなる．sが変数ならば，t ÂL s，

または ti ºQPL sとなる 1 ≤ i ≤ m が存在する．t ÂL sのときは，ti ºL sとなる 1 ≤ i ≤ p が
存在し，定理 4.8(1)から ti ºQPL sとなる．よって，|t|に関する帰納法の仮定より [tiσ] ≥ [sσ]
となるので，[sσ] ≤ [tiσ] ≤ A + B ≤ F

|s|
k (A) + B より成立．

• |s| > 1のとき，定義 4.1によって場合分けする．

(i) t ÂL sの場合．(a)より [sσ] ≤ F
|s|
k (A) ≤ F

|s|
k (A) + Bより成立する．

(ii) ti ºQPL sの場合．|t|に関する帰納法の仮定より，[tiσ] ≥ [sσ]となる．よって，[sσ] ≤
[tiσ] ≤ A + B ≤ F

|s|
k (A) + Bから成立する．

(iii) s = c(; s1, . . . , sm) (c ∈ C)かつ，すべての 1 ≤ i ≤ mで t ÂQL siとなる場合．

[sσ] = max1≤i≤m[siσ] + d

≤ max1≤i≤m(F |si|
k (A) + B) + d ((b)の帰納法の仮定より)

≤ max1≤i≤m F
|si|
k (A) + Fk(A) + B (d ≤ A ≤ Fk(A)より)

≤ Σm
i=1F

|si|
k (A) + Fk(A) + B

≤ F
Σm

i=1|si|
k (A) + Fk(A) + B (d ≤ Aと命題 5.3(1)より)

≤ F
1+Σm

i=1|si|
k (A) + B (d ≤ Aと命題 5.3(1)より)

≤ F
|s|
k (A) + B

(iv) s = g(s1, . . . , sq; sq+1, . . . , sm) (g ∈ D，f ÂF gかつ，すべての 1 ≤ i ≤ qで t ÂL siか
つ，すべての q + 1 ≤ j ≤ mで t ÂQL sj となる場合．このとき，gのランクは ρ < k + 1
となる．

[sσ] = Fρ(max(d,Σq
i=1[siσ])) + maxq+1≤j≤m[sjσ]

≤ Fρ(max(d,Σq
i=1[siσ])) + maxq+1≤j≤m F

|sj |
k (A) + B ((b)の帰納法の仮定より)

≤ Fρ(max(d,Σq
i=1[siσ])) + Σm

j=q+1F
|sj |
k (A) + B

≤ Fρ(max(d,Σq
i=1F

|si|
k (A))) + Σm

j=q+1F
|sj |
k (A) + B ((a)より)

≤ Fρ(max(d, F
Σq

i=1|si|
k (A))) + F

Σm
j=q+1|sj |

k (A) + B (d ≤ Aと命題 5.3(1)より)

≤ max(Fk(d), F 1+Σq
i=1|si|

k (A)) + F
Σm

j=q+1|sj |
k (A) + B (ρ ≤ kと命題 5.2(3)より)

= F
1+Σq

i=1|si|
k (A) + F

Σm
j=q+1|sj |

k (A) + B (d ≤ Aと命題 5.2(3)より)

≤ F
1+Σq

i=1|si|+Σm
j=q+1|sj |

k (A) + B (d ≤ Aと命題 5.3(1)より)
≤ F

|s|
k (A) + B

以上から，(b)は成立する．

最後に，(c)について |s|の帰納法で示す．ここで，t ÂQPL sと仮定する．

• |s| = 1のとき，sが定数ならば [sσ] = d ≤ A ≤ F
|s|
k (A) + Bとなる．sが変数ならば，t ÂL s，

または ti ºQPL sとなる 1 ≤ i ≤ m が存在する．t ÂL sのときは，ti ºL sとなる 1 ≤ i ≤ p が
存在し，定理 4.8(1)から ti ºQPL sとなる．よって，|t|に関する帰納法の仮定より [tiσ] ≥ [sσ]
となるので，[sσ] ≤ [tiσ] ≤ A + B ≤ F

|s|
k (A) + Fk+1(A − 1) + B より成立．

• |s| > 1のとき，定義 4.1によって場合分けする．

(i) t ÂL sの場合．(a)より [sσ] ≤ F
|s|
k (A) ≤ F

|s|
k (A) + Fk+1(A − 1) + Bより成立する．



(ii) ti ºQPL sとなる 1 ≤ i ≤ nが存在する場合．|t|に関する帰納法の仮定より，[tiσ] ≥ [sσ]
となる．よって，[sσ] ≤ [tiσ] ≤ A + B ≤ F

|s|
k (A) + Fk+1(A − 1) + Bから成立する．

(iii) s = c(; s1, . . . , sm) (c ∈ C)かつ，すべての 1 ≤ i ≤ mで t ÂQPL siとなる場合．

[sσ] = max1≤i≤m[siσ] + d

≤ max1≤i≤m F
|si|
k (A) + Fk+1(A − 1) + B + d ((c)の帰納法の仮定より)

≤ max1≤i≤m F
|si|
k (A) + Fk+1(A − 1) + B + Fk(A) (d ≤ A ≤ Fk(A)より)

≤ Σm
i=1F

|si|
k (A) + Fk+1(A − 1) + B + Fk(A)

≤ F
Σm

i=1|si|
k (A) + Fk+1(A − 1) + B + Fk(A) (d ≤ Aと命題 5.3(1)より)

≤ F
1+Σm

i=1|si|
k (A) + Fk+1(A − 1) + B (d ≤ Aと命題 5.3(1)より)

≤ F
|s|
k (A) + Fk+1(A − 1) + B

(iv) s = g(s1, . . . , sq; sq+1, . . . , sm) (g ∈ D)，f ÂF g，すべての 1 ≤ i ≤ qで t ÂL si かつ，
すべての q + 1 ≤ j ≤ mで t ÂQPL sj となる場合．また，gのランクは ρ < k + 1となる．

(a)より，すべての 1 ≤ i ≤ qについて，[siσ] ≤ F
|si|
k (A)が成り立つ．このとき，

Fρ(max(d, Σq
i=1[siσ])) ≤ Fρ(max(d, Σq

i=1F
|si|
k (A))) ((a)より)

≤ Fρ(max(d, F
Σq

i=1|si|
k (A))) (d ≤ Aと命題 5.3(1)より)

≤ max(Fk(d), F 1+Σq
i=1|si|

k (A)) (ρ ≤ kと命題 5.2(3)より)

= F
1+Σq

i=1|si|
k (A) (d ≤ Aと命題 5.2(3)より)

定義から，[sσ] = Fρ(max(d, Σq
i=1[siσ])) + maxp+1≤j≤m[sjσ] となるので，前述の不等式

から，[sσ] ≤ F
1+Σq

i=1|si|
k (A) + maxm

j=q+1[sjσ] となる．ここで，[sjσ]に対するの帰納法
の仮定を用いると，次のようになる．

[sσ] ≤ F
1+Σq

i=1|si|
k (A) + maxq+1≤j≤m(F |sj |

k (A) + Fk+1(A − 1) + B)

≤ F
1+Σq

i=1|si|
k (A) + Σm

j=q+1F
|sj |
k (A) + Fk+1(A − 1) + B

≤ F
1+Σq

i=1|si|
k (A) + F

Σm
j=q+1|sj |

k (A) + Fk+1(A − 1) + B (d ≤ Aと命題 5.3(1)より)

≤ F
1+Σq

i=1|si|+Σm
j=q+1|sj |

k (A) + Fk+1(A − 1) + B (d ≤ Aと命題 5.3(1)より)
≤ F

|s|
k (A) + Fk+1(A − 1) + B

(v) s = f(s1, . . . , sp; sp+1, . . . , sn) (f ∈ D)かつ，{t1, . . . , tp} ÂP
L {s1, . . . , sp}かつ，すべて

の p + 1 ≤ j ≤ nで t ÂQL sj となる場合．このとき，定義 3.1の πについて，一般性を
失うことなく π(i) = iと仮定すると，ti0 ÂL si0 となる 1 ≤ i0 ≤ pが存在し，すべての
1 ≤ i ≤ p について ti ºL siとなる．よって，ÂL ⊆ ÂQPLと |t|に関する帰納法の仮定よ
り，[ti0σ] > [si0σ]および [tiσ] ≥ [siσ]となる．したがって，Σp

i=1[siσ] < Σp
i=1[tiσ] ≤ A

が成立する．よって，Σp
i=1[siσ] ≤ A − 1．また，[ti0σ] > [si0σ]となる i0が存在するの

で，p > 0となる．よって，補題 5.4より [si0σ] ≥ dとなるので，d ≤ [si0σ] < [ti0σ] ≤ A

より，d ≤ A − 1が成立する．よって，max(d,Σp
i=1[siσ]) ≤ A − 1．また，すべての

p + 1 ≤ j ≤ nについて t ÂQL sj となるが，(b)より [sjσ] ≤ F
|sj |
k (A) + Bとなる．これ

より，maxn
j=p+1[sjσ] ≤ F

|s|
k (A) + Bとなる．したがって，

[sσ] = Fk+1(max(d,Σp
i=1[siσ])) + maxp+1≤j≤n[sjσ]

≤ Fk+1(A − 1) + F
|s|
k (A) + B

以上から，(c)も成り立つ．

定理の証明に戻ると，(c)より，[sσ] ≤ F
|s|
k (A) + Fk+1(A− 1) + Bが得られる．命題 5.3(2)から

F
|s|
k (A) + Fk+1(A− 1) < Fk+1(A) となるので，[sσ] < Fk+1(A) + B = [f(t1, . . . , tp; tp+1, . . . , tn)σ]
となる．したがって，[tσ] > [sσ]となる． ¤



命題 5.6 [11] s, t ∈ T (C ∪ D,V) について，[t] ≥ [s]ならば [f(. . . , t, . . . )] ≥ [f(. . . , s, . . . )]．

以上から，構成子システムの書き換えにおいて次のような定理が成り立つ．

定理 5.7 〈S, C,D,R〉 を数価関数 vのもとでÂQPLで順序付けできる構成子システムとする．この
とき，任意の項 s, t ∈ T (C ∪ D)が t

∗→ sをみたすならば，[t] ≥ [s]となる．

(証明) あらゆる規則 l → rについて d > |r|となるような，解釈 [ ]における dを選択する．こ
のとき，導出列の長さ nについての帰納法で示す．ただし，→での n回の書き換えを→nと記す．

• n = 0のとき，t = sとなるので，[t] = [s]となる．

• n > 1のとき，t →n s′ → sとする．帰納法の仮定より，t →n s′ならば [t] ≥ [s′]である．こ
こで，s′ = C〈lσ〉, s = C〈rσ〉となる規則 l → r，代入 σ，文脈Cについて考える．l → rはそ
れぞれ，l ÂQPL rをみたす．また，定理の仮定から d > |r| ≥ 1なので，定理 5.5 を適用でき
る．よって，[lσ] ≥ [rσ]．さらに，命題 5.6から [C〈lσ〉] ≥ [C〈rσ〉]，つまり，[s′] ≥ [s]となる．

以上から，[t] ≥ [s]は成立する． ¤

ここで，関数 levelを次のように定義する．

定義 5.8 ソート s のレベルを以下をみたす関数 level : S 7→ N により与える．s ÂS s′ ならば，
level(s) > level(s′)．また，ソート sをもつ項 tについて level(t) = level(s)と定義する．

これより，以下の命題が成立する．

命題 5.9 [11] S が Cにおいて簡素であるとする．Cに含まれる構成子の最大のアリティを n，d =
max(2, n)とする．このとき，あらゆる項 t ∈ T (C)について，|t| ≤ dk · ht(t)k+1となる．ただし，
k = level(t)とする．

したがって，定理 5.7の結果から以下の定理が成り立つ．

定理 5.10 〈S, C,D,R〉 を簡素な構成子システムとする．ある数価関数 vとあるÂF のもとで，任意
の書き換え規則 l → r ∈ Rについて l ÂQPL rと仮定する．このとき，ある多項式 pが存在し，任意

の f ∈ D，v0, . . . , vn ∈ T (C)について f(v1, . . . , vn) !→ v0をみたすならば |v0| ≤ p(max1≤i≤n |vi|)．

(証明) [ ] の定義から [f(v1, . . . , vn)] ≤ q(max1≤i≤n[vi]) となる多項式 q が存在する．また，

f(v1, . . . , vn) !→ v0 なので定理 5.7 より [v0] ≤ [f(v1, . . . , vn)] となる．よって，vi ∈ T (C) より
[v0] ≤ q(max1≤i≤n[vi])となる．また，[vi] < d · |vi|なので，[v0] ≤ q′(max1≤i≤n |vi|)となる多項式
q′が存在する．ここで，命題 5.9より，ある定数 kについて，|v0| ≤ dk ·ht(v0)

k+1．ht(v0) ≤ [v0]で
あるので，|v0| ≤ dk · q′(max1≤i≤n |vi|)k+1となる．
したがって，|v0| ≤ p(max1≤i≤n |vi|)となる多項式 pが存在する． ¤

定理 5.10にもとづき，文献 [11]と同様にして擬置換軽経路順序で順序付けできる簡素な構成子シ
ステムでは，正規形評価手続き EVALを用いて多項式計算時間で正規形を計算することができる．
一方，文献 [7]の結果を用いることで，多項式時間で計算可能な任意の関数は，擬置換軽経路で順
序付けできる簡素な構成子システムであらわすことができる．

定理 5.11 ÂQPLで順序付け可能な簡素な構成子システムは，多項式時間計算可能である．また，あ
らゆる多項式時間関数は，ÂQPLで順序付けできる簡素な構成子システムで計算できる．



6 おわりに

本論文では，項書き換えシステムにおける多項式サイズ正規形を保証するための書き換え規則の
順序付けとして擬置換軽経路順序を提案した．そして，簡素な構成子システムにおいては，擬置換
軽経路順序によってすべての書き換え規則が順序付けられるとき，項の正規形が多項式サイズとな
ることを証明した．また，提案する擬置換軽経路順序が軽多重集合経路順序 [11]の拡張となってい
ることも示すとともに，軽多重集合経路順序では順序付け不能な項書き換えシステムにおいても擬
置換軽経路順序によって順序付けが可能である場合があることを示した．
今後の課題としては，大規模な実験による擬置換軽経路順序と置換軽経路順序の比較によって実

際の適用範囲の計測や，例 4.7などの項書き換えシステムについて順序付けできるような手法の考
案が挙げられる．また，導出列長が多項式サイズとなる多項式経路順序 [3][4]などにおいて本論文
と同様な拡張が検討されており [5]，その成果との比較検証が考えられる．
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