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永続性にもとづく項書き換えシステムの合流性証明

鈴木 翼 青戸等人 外山芳人

項書き換えシステムの合流性判定において，永続性にもとづく分解の有効性が知られている．これは，多ソート型付
けにもとづいて項書き換えシステムを部分システムに分解し，部分システムの合流性から全体の合流性を判定する方
法である．しかし，型付けによって部分システムへ分解できない場合には，このような合流性判定方法は使えない．
本論文では，弱左線形な型付け項書き換えシステムというクラスを導入することによって，部分システムに分解でき
ない非左線形項書き換えシステムに対しても，永続性にもとづく合流性の判定が可能になることを示す．

1 はじめに

合流性は項書き換えシステムの重要な性質であり，

多くの研究がなされている．停止性をもつ項書き換え

システムの合流性は決定可能であり，停止性をもたな

い場合でも，左線形な項書き換えシステムの場合には

いくつかの合流条件が提案されている [3] [4] [6] [7]．し

かし，停止性をもたない非左線形な項書き換えシステ

ム Rの合流性判定は一般に困難である．このような

場合に，R に型付けを行い，型付き項書き換えシス

テム Rτ を構成し，Rの合流性と Rτ の合流性が等価

であるという永続性をもちいて Rの合流性を判定す

る手法が提案されている [1] [2]．

非左線形かつ停止性をもたない項書き換えシステム

Rの永続性をもちいた合流性判定例を以下に示す．

R =

8
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>

>

>

>

>
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>

>

>

>

>

>

>

:

f(x) → g(x) (1)

a(x, y) → a(f(x), f(x)) (2)

b(f(x), x) → b(x, f(x) (3)

b(g(x), x) → b(x, g(x)) (4)

Rに以下の型付けを行うと Rτ が得られる．
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f : 0 → 0

g : 0 → 0

a : 0 × 0 → 1

b : 0 × 0 → 2

このとき，型 σ ∈ {0, 1, 2} をもつ項に適用でき
る書き換え規則の集合である部分システム Rτ

σ は

Rτ
0 = {(1)}，Rτ

1 = {(1), (2)}，Rτ
2 = {(1), (3), (4)}

となる．Rτ
0，Rτ

1 は左線形であり Rτ
2 は停止性をもつ

ので，従来の判定手法をもちいて合流性を示せる [3]．

よって，すべての型付き項が合流するので，Rτ は合

流性をもち，永続性によって Rも合流性をもつ．

一方，以下のような項書き換えシステム Rでは型

付けによる部分システムへの分解に失敗する．

R =

8

>
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>
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>

>

>

:

f(x, x) → f(g(x), x) (5)

f(g(x), x) → f(h(x), h(x)) (6)

h(g(x)) → g(g(h(x))) (7)

Rに以下の型付けを行うと Rτ が得られる．

f : 0 × 0 → 1

g : 0 → 0

h : 0 → 0

このとき，部分システム Rτ
σ(σ ∈ {0, 1}) は Rτ

0 =

{(7)}と Rτ
1 = {(5), (6), (7)}である．しかし，Rτ

1 =

Rτ なので，Rτ の合流性判定をより簡単な部分シス
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テムの合流性問題に還元できない．

本論文では，非左線形で停止性をもたない項書き換

えシステム Rから得られる型付き項書き換えシステ

ム Rτ の合流性判定問題を，より簡単な部分システム

の合流性問題に還元できない場合に，適当な条件な下

で Rの合流性を証明できる新しい手法を提案する．

本論文は，全 5 節で構成される．第 2 節は，準備

である．第 3節では，永続性をもちいた Rの合流条

件を示す．第 4節では，合流性自動判定手続きについ

て説明する．第 5節は，本研究のまとめである．

2 準備

本節では，本論文でもちいる項書き換えシステムの

記法について説明する [3] [1]．

関数記号の集合を F = {f, g, h, . . .}，変数記号の
集合を V = {x, y, z, . . .}，項の集合を T (F, V ) と表

す．書き換え規則 l → rは，l /∈ V かつ V (l) ⊇ V (r)

をみたす項 lと rの組であり，項書き換えシステム R

は書き換え規則の集合である．ここで，V (t) は項 t

に現れる変数の集合を表す．ある l → r ∈ R と文脈

C と代入 θ があるとき，項 t = C[lθ]は項 s = C[rθ]

に書き換えることができ，この書き換え関係を t → s

と表す．→の反射推移閉包を ∗−→と書く．また，項 t

の部分項 lθ をリデックスとよぶ．リデックスをもた

ない項を正規形という．Rの正規形の集合を NF (R)

と記す．t
∗−→ s ∈ NF (R)のとき，sを tの正規形と

いう．Rの書き換え規則間に重なりがないとき，Rは

重なりがないという [3]．項 tが停止するとは，tから

の無限の書き換えがないことであり，R で任意の項

が停止するならば，Rは停止性をもつという．項 tに

2回以上出現する変数を非線形変数とよび，その集合

を Vnl(t)と記す．任意の書き換え規則 l → r ∈ Rに

ついて Vnl(l) = ∅のとき Rを左線形とよぶ．任意の

項 t, t1, t2 に対して，t
∗−→ t1 かつ t

∗−→ t2 ならば，あ

る項 sが存在し，t1
∗−→ s かつ t1

∗−→ sとなるとき，R

は合流性をもつという．

ソートの集合を S とする．型付け τ は変数 x に

ソート σ，n 引数関数記号 f に n + 1 対のソート

σ1 × · · · × σn → σを関連づける．型付け τ のもとで

項 tが型付けされるとき，tτ と表し，その型を τ(t)

と記す．τ が明らかな場合は型付き項 tτ を tと略記

する．任意の l → r ∈ Rにおいて，τ(l) = τ(r)なら

ば，型付け τ は Rにおいて矛盾がないという．Rと

矛盾のない型付け τ から得られる型付き項書き換え

システムを Rτ = {lτ → rτ | l → r ∈ R} と定める．
Rτ の書き換えは型付き項上で定義される．型 σ を

もつ項に適用できる Rτ の書き換え規則の集合を Rτ
σ

と記す．ある lτ → rτ ∈ Rτ と x ∈ Vnl(l)が存在し，

σ = τ(x)となるとき型 σを Rτ の左非線形型とよぶ．

以下の命題より，Rの合流性と Rτ の合流性は等価で

ある [1]．

命題 1 (永続性 [1]) R が合流性をもつことと Rτ が

合流性をもつことは等価である．

3 項書き換えシステムの合流条件

本節では，Rτ の合流性の十分条件を示し，それを

もちいて R の合流条件を導く．なお，ここでもちい

る証明方法は，メンバーシップ条件付き項書き換えシ

ステムの合流性の証明方法 [5]を参考にしている．

変数 xに対応する定数 cxの集合を CV = {cx | x ∈
V }とし，以下では書き換えの対象となる項集合とし
て，T (F, V )の代わりに基底項集合 T (F ∪ CV )をも

ちいる．項 t に出現する変数 x, . . . , z をすべて定数

cx, . . . , cz に置き換えて得られる基底項を tc とする

と，t → s ⇐⇒ tc → sc が成立する．したがって，

項書き換えシステムが T (F, V )上で合流性をもつこ

とと T (F ∪ CV )上で合流性をもつことは等価である

ことに注意する．

例 1 書き換え規則 g(x, y) → h(x) を適用すると，項

t = f(g(x, y), z) から項 s = f(h(x), z) が得られる．

このとき，tの基底項 tc = f(g(cx, cy), cz) から同様

にして，項 sc = f(h(cx), cz) が得られる．

定義 1 (弱左線形) 型 σ が停止するとは，τ(t) = σ

となる任意の項 tが停止することであり，Rτ が弱左

線形であるとは，すべての左非線形型が停止すること

である．

Rτ が弱左線形であるとき，型付き項書き換えシ

ステム Rτ
nf を Rτ

nf = {lθ̂ → rθ̂ | l → r ∈ Rτ , θ̂ :

Vnl(l) → T (F ∪ CV ) ∩ NF (Rτ )}と定める．Rτ
nf は

左線形であり，一般には無限集合であることに注意
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図 1 補題 2

する．

例 2 Rτ = {f(x, x, y) → g(x, y, y)} とする．
Vnl(f(x, x, y)) = {x}より，以下の Rτ

nf が得られる．

Rτ
nf = {f(s, s, y) → g(s, y, y) | s ∈ T (F ∪ CV ) ∩

NF (Rτ )}
本節では，T (F ∪CV )上の Rτ での書き換えを→，

Rτ
nf での書き換えを −−→

nf
と表す．

補題 1 Rτ は弱左線形であり，型 σ を左非線形型と

する．τ(t) = σ である任意の項 t について，ある項

s ∈ NF (Rτ )が存在し，t
∗−→ sかつ t

∗−−→
nf

sとなる

証明．項 tはRτ で停止するので，Rτ の最内リダクショ

ンによって tの正規形 sが得られる．このとき，Rτ
nf

でも同様の最内リダクションによって正規形 sが得ら

れる． ¤
補題 2 t → t′ ならば，ある項 s が存在し，t

∗−−→
nf

s

かつ t′
∗−−→

nf
sとなる (図 1)．

証明．l → r ∈ Rτ，t = C[lθ] → C[rθ] = t′，

θ = [x1 7→ t1, . . . , xn 7→ tn, y1 7→ u1, . . . , ym 7→
um]，x1, . . . , xn ∈ Vnl(l)，y1, . . . , ym ∈ V (l)\Vnl(l)

とする．このとき，t，t′ ∈ T (F ∪ CV ) より

t1, . . . , tn, u1, . . . , um ∈ T (F ∪ CV ) となることに

注意する．補題 1 をみたす t1, . . . , tn の正規形を

s1, . . . , sn とする．左非線形変数から正規形への代

入を θ̂ = [x1 7→ s1, . . . , xn 7→ sn]とし，θ′ = [y1 7→
u1, . . . , ym 7→ um] とおくと，C[lθ]

∗−−→
nf

C[lθ̂θ′]，

C[rθ]
∗−→
nf

C[rθ̂θ′] となる．Rτ
nf の定義より，書き換

え規則 lθ̂ → rθ̂ ∈ Rτ
nf なので，C[lθ̂θ′] −−→

nf
C[rθ̂θ′]

となる．ゆえに，s = C[rθ̂θ′]とすれば題意が成立する．

¤
補題 3 Rτ

nf が合流性をもつとする．t
∗−→ t′ ならば，

�

� �

nf nf

t t’

s

図 2 補題 3

�

n-1

nf nf

nfnfnfnf

� �

� �

�

t t’t1

s1 s2

s

図 3 補題 3 の証明

ある項 s が存在し，t
∗−−→

nf
s かつ t′

∗−−→
nf

s となる

(図 2)．

証明．t
n−→ t′ の書き換えの長さ nに関する帰納法を

もちいて証明する． n−→は n回の書き換えを示す．

(B.S.) t = t′ なので成り立つ．

(I.S.) t −→ t1
n−1−−−→ t′ とする (図 3)．補題 2 より，

t
∗−−→

nf
s1 かつ t1

∗−−→
nf

s1 となる s1 が存在する．また，

帰納法の仮定より，t1
∗−−→

nf
s2かつ t′

∗−−→
nf

s2 となる s2

が存在する．このとき，Rτ
nf の合流性より，s1

∗−−→
nf

s

かつ s2
∗−−→

nf
s となる sが存在するので，t

∗−−→
nf

sかつ

t′
∗−−→

nf
sとなり成立． ¤

補題 4 Rτ
nf が合流性をもつならば，Rτ も合流性を

もつ．

証明．t
∗−→ t1，t

∗−→ t2とする．このとき，補題 3より

t
∗−−→

nf
s1 かつ t1

∗−−→
nf

s1 となる s1 と，t
∗−−→

nf
s2 かつ

t2
∗−−→

nf
s2 となる s2が存在する．このときRτ

nf の合流

性より，s1
∗−−→

nf
sかつ s2

∗−−→
nf

s となる sが存在する
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図 4 補題 4 の証明

(図 4)．ここで−→
nf

⊆ →より，t1
∗−→ sかつ t2

∗−→ sと

なる． ¤
定理 1 重なりのない項書き換えシステム R から得

られる型付き項書き換えシステム Rτ が弱左線形なら

ば，Rは合流性をもつ．

証明．R は重なりがないので，Rτ も重なりがない．

このとき，Rτ は弱左線形なので，Rτ
nf が得られる．

Rτ
nf は重なりのない左線形項書き換えシステムとなる

ので，合流性をもつ [1]．したがって，補題 4より Rτ

は合流性をもつ．よって，命題 1より Rは合流性を

もつ． ¤
例 3 型付けでは部分システムに分解できない項書き

換えシステム Rの合流性を定理 1によって示す．

R =

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

f(x, x) → f(g(x), x) (5)

f(g(x), x) → f(h(x), h(x)) (6)

h(g(x)) → g(g(h(x))) (7)

Rに以下の型付けを行うと Rτ が得られる．

f : 0 × 0 → 1

g : 0 → 0

h : 0 → 0

このとき，部分システムは Rτ
σ(σ ∈ {0, 1}) は

Rτ
0 = {(7)} と Rτ

1 = {(5), (6), (7)} である．Rτ に

おいて，左非線形型は型 0のみである．Rτ
0 は停止性

をみたすので，型 0をもつすべての項は停止し，Rτ

は弱左線形となる．また，Rは重なりがないので，定

理 1から Rは合流性をもつ．

4 合流性自動判定手続き

前節で示した定理 1 にもとづいて与えられた項書

き換えシステム Rの合性自動判定手続きを以下に与

える．

合流性自動判定手続き

入力 : 項書き換えシステム R

出力 : 判定結果

1. Rに重なりがあるなら失敗．

2. Rと矛盾のない型付け τ を求める．

3. Rτ のすべての左非線形型 σ を求める．

4. すべての左非線形型 σ に対して，以下の手続き

を行う．

4−1. Rτ
σ を求める．

4−2. Rτ
σ の停止性を示す． 停止性をもたない場

合は失敗．

5. Rは合流性をもつと判定．

この手続きをもとに合流性自動判定システムCRCheck

を SML/NJをもちいて実装した (約 700行)．実装し

たシステムをもちいて，停止性をもたず非左線形な

合流性をもつ項書き換えシステムの合流性判定を行っ

た. CRCheckの動作例を図 5に示す．

5 まとめ

本論文では，型付き項書き換えシステム Rτ が弱左

線形となる項書き換えシステム Rに対する合流条件

を示した．また，本手法に基づく合流性自動判定手続

きを実装し，実験によってその有効性を確認した．永

続性と本論文でもちいなかった左線形項書き換えシス

テムの合流条件を組み合わせた場合の Rの合流条件

の検討は今後の課題である．
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CRCheck [ F(x,x) -> F(G(x),x),

F(G(x),x) -> F(H(x),H(x)),

H(G(x)) -> G(G(H(x))) ];

Non-Overlapping : Success

Type

F : 0 * 0 -> 1

G : 0 -> 0

H : 0 -> 0

LeftNonlinearType : 0

Type 0 : Termination

WeaklyLeftLinear : Success

Confluence : Success

図 5 CRCheck の実行例
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