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「 オート マト ンと形式言語」 補足資料(3)

本資料では， 発展編として DFAに関する 2つの話題を取り 上げる． 1つは計算
論 (教科書の続巻 [2]の主な内容)の基本的なト ピックの 1つである決定可能性につ
いての話であり ， 1節と 2節で取り上げる． 3節と 4節では， DFAの状態最小化に
ついて取り 上げる． 有限オート マト ンを構成する演習問題で， 自分の答えが解答
例と異なっていて， 正しいかどうか困ったことはないだろうか． DFAの場合， 同
じ役割をする状態を 1つにまとめる (状態最小化)ことによって， ある意味 1つの
DFAが得られる． 状態最小化のやり方がわかれば， 解答例と違う答えであっても ，
状態最小化によって解答例と同じ DFAが得られるかどうかで， 正しい解答だった
かを確かめることが自分でできるだろう ．

1 決定可能性
入力に対して YESまたは NOで答える (つまり ， 1ビッ ト で答える )問題を ， 判定
問題あるいは決定問題 (decision problem)という ． 例えば， 「 命題論理式Aの入
力に対して， Aがト ート ロジーか?」 や 「 あるアルファベット 上の文字列wと DFA

M の入力に対して， w ∈ L(M)か?」 などは， 判定問題の例である． (当然ながら ，
「 人類は永遠に存続するのか?」 のよう な漠然とした問いではなく ， これらの例の
よう に， 理論的に形式化されている問題のみを対象としている． )

ある判定問題が， 決定可能 (decidable)とは， YES/NOを答えるプログラムが存在
するときをいう ． 十分に強力なプログラミ ング言語を使えば， 決定可能性は， 用
いるプログラミ ング言語に依らない． そこで， より 一般的に， YES/NOを答える計
算手続きがあるとき， と言い換えることもできる． 判定問題に YES/NOの解答を与
える計算手続きを ， その問題の決定手続きという ．
決定可能な問題 (決定可能問題とよばれる )は直観が働きやすいと思うが， 逆に，
決定可能でないよう な判定問題 (決定不能問題とよばれる )というのはどういう も
のだろうか． 判定問題が決定可能でないという ことは， YES/NOを答えるプログラ
ムが原理的に存在しないという ことになる． そんなことがわかるのだろう か． 実
は， 決定可能でない判定問題は， 決定手続きが原理的に存在しえない， という こ
とを証明することによって得られる． 難しそう だと感じるかもしれないが， 典型
的な証明方法がいく つか知られており ， よく 知られている決定不能問題はほとん
どそれらの方法で証明されている．
実は， 決定可能でないような判定問題は沢山ある． 例えば， プログラムを入力と
して， そのプログラムが止まるかを答えるという問題は， 決定可能でないことが
知られている． (直観的な説明としては， プログラムを実行して止まるときはYES

で答えればよいが， 止まらないときはいつまで待てばよいのかわからない， とい
う ことを考えると ， NOを答えるのは難しいことがわかるだろう ． )

決定可能性については， ここでは， これ以上立ち入らない． 決定可能性， およ
び， もっと一般的に計算可能性 (プログラムで計算できることとはどう いう こと
か)， という のは， 教科書の続巻 (第 2巻)で扱われる話題．

1



ただ， 正規言語に関するどのよう な問題が決定可能かという話は， オート マト
ンの理論において重要な話題の 1つなので， 講義では， ここで取り 挙げる． なお，
教科書の続巻 (第 2巻)では， 4.1節で扱われている話題になる．

2 正規言語に関する判定問題
文字列の集合Aが有限集合の場合には， 要素を全部記述すればよいので， (メモ
リ やディ スクが十分沢山あるとして )A を記述するのに困難はないだろう ． 一方，
無限集合の場合は， まず一般的には， Aを記述するのは困難そう に思える． しか
し ， Aが正規言語の場合には， DFAや NFAを使って記述できる． 集合を記述でき
るなら ， さらに， これらの集合に関する計算を ， 有限オート マト ンを使って出来
れば無限集合を扱う よう なさまざま応用の可能性が広がる． では， 正規言語に関
するどのよう な問題なら ， 有限オート マト ンを使って， 計算可能なのだろうか．
なお， 以下では， DFAと NFAは互いに等価なものに変換できるので， DFAの
みを主に対象として考える．
次のよう な幾つかの重要で有用な判定問題が， 決定可能．

1. 受理問題

この問題は， 有限オート マト ンM と文字列wが与えられたときに， w ∈ L(M)

かを判定する． 受理問題は決定可能である． つまり ， 以下のよう なプログラ
ムが実現可能：

プログラムの入力： DFA M

M のアルファベッ ト 上の文字列w

プログラムの出力： YES (w ∈ L(M)のとき )

NO (w /∈ L(M)のとき )

手続きのスケッチ： 開始状態から ， 入力wに従って M の状態遷移図を辿っ
ていき， 入力が終わったときに受理状態にいるかをチェックすればよい．

2. 空性判定問題

この問題では， 有限オート マト ン M が与えられたときに， L(M)が空集合
かを判定する． つまり ， 以下のよう なプログラムが実現可能：

プログラムの入力： DFA M

プログラムの出力： YES (L(M) = ∅のとき )

NO (L(M) = ∅でないとき )

手続きのスケッチ： M の状態遷移図を使って， 開始状態から辿り つける状態
の集合を構成し ， 辿り つける状態の集合のなかに受理状態があるかをチェッ
クすればよい．

3. 包含性判定問題
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この問題では， 共通のアルファベッ ト をもつ有限オート マト ン M1 と M2が
与えられたとき， L(M1) ⊆ L(M2)かを判定する． つまり ， 以下のよう なプ
ログラムが実現可能：

プログラムの入力： 2つの共通のアルファベッ ト をもつ DFA M1,M2

プログラムの出力： YES (L(M1) ⊆ L(M2)のとき )

NO (L(M1) ⊆ L(M2)でないとき )

手続き： A ⊆ B ⇐⇒ A ∩ B = ∅， という性質を使う ．

Step 1. L(M2)の補集合を認識する DFAM ′

2
を構成する．

Step 2. L(M ′

2
) ∩ L(M1)を認識する DFAM を構成する．

Step 3. 空性判定問題の決定手続きを使って， L(M) = ∅ かを判定する ．
L(M) = ∅なら YES． L(M) 6= ∅ なら NO．

4. 等価性判定問題

この問題では， 有限オート マト ン M1 と M2 が与えられたとき， L(M1) =

L(M2)かを判定する． つまり ， 以下のよう なプログラムが実現可能：

プログラムの入力： 2つの共通のアルファベッ ト をもつ DFA M11,M2

プログラムの出力： YES (L(M1) = L(M2)のとき )

NO (L(M1) = L(M2)でないとき )

手続きのスケッチ： 集合についての， A = B ⇐⇒ A ⊆ B ∧ B ⊆ A， という
性質を使えば， 包含性判定問題に帰着できる．

以上， 有限オート マト ンに関する決定可能問題を 4つ紹介した．

上の手続きからわかるよう に， 包含性検査や等価性判定問題の手続きの鍵とな
るのは， 補集合や積集合を認識する有限オート マト ンを構成する手続き (アルゴリ
ズム)があることである． 実際， 正規言語のクラスが補集合演算や積集合演算に関
して閉じていることの証明に使った DFAの作り方は， “構成的”であり ， プログラ
ムで実現できる．

3 DFAの状態最小化
これまでの有限オート マト ンの説明や演習問題を解いてきて気がついたかもし
れないが， 初期状態から到達できないよう な状態を削除しても認識する言語は変
わらないし ， また， 同じ “役割”をしている 2つの状態を 1つにまとめてしまって
も認識する言語は変わらない． 演習問題の解答で別解を作った経験のある人もい
るかと思うが， それも冗長な状態を 1つにまとめると解答例が得られるはずであ
る． DFAが与えられたときに， 冗長な状態を消して状態数を最小にすることが出
来る． このような操作を状態最小化とよぶ． 驚く ことに， 正規言語それぞれにおい
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て， 状態数が最小の DFAの状態遷移図は， グラフ同型のもとで一意に定まる (つ
まり ， 同じグラフの形になる )．
教科書では状態最小化の話は取り あげていないが， DFAについての理解を深め
るために非常に良い話題と思うので， Kozen の教科書 [1]13,14章から ， DFAの状
態最小化について紹介する．
状態を最小化する手順は以下の通り ：

Step 1. 初期状態から到達できない状態を削除する．

Step 2. “等価な”状態を 1つにまとめる．

Step 1については自明なので省略する． 以下では， Step 2 についての詳細を与
える． “等価な”状態とは何なのか， それらを 1つにまとめるとはどう ことなのか，
についてのきちんとした定義を与える．

定義 1 M = (Q,Σ, δ, q0, F )を DFA とし ， p, q ∈ Q とする ． このとき p, qが等価
(p ≈ q)であるとは， 以下の性質が成立することをいう ：

∀w ∈ Σ∗. δ̂(p, w) ∈ F ⇐⇒ δ̂(q, w) ∈ F

容易に確かめられるように， ≈はQ上の等価関係である． DFA M/≈ (これを商
オート マト ンとよぶ)を以下のように定めることができる 1． なお， qの等価クラス
{p ∈ Q | p ≈ q}を [q]と記す．
M/≈ = (Q′,Σ, δ′, q′

0
, F ′)， ただし ，

Q′ = {[q] | q ∈ Q}

δ′([p], x) = [δ(p, x)]

q′
0

= [q0]

F ′ = {[q] | q ∈ F}

ここで， 関数 δ′の定義が well-definedであることは， 次の補題から成立する．

補題 2 p ≈ qならば， 任意の x ∈ Σについて， δ(p, x) ≈ δ(q, x)．

証明． p ≈ q， x ∈ Σとする． このとき， 任意の w ∈ Σ∗について，

δ̂(δ(p, x), w) ∈ F ⇐⇒ δ̂(p, xw) ∈ F (δ̂の定義より )

⇐⇒ δ̂(q, xw) ∈ F (仮定 p ≈ q より )

⇐⇒ δ̂(δ(q, x), w) ∈ F (δ̂の定義より )

�

次に， M と M/≈の等価性を証明するための補題を 2つ示す．

補題 3 q ∈ F であるとき， そのときに限り ， [q] ∈ F ′.

証明． (=⇒)はF ′の定義より自明． (⇐=) {q1, . . . , qn} ∈ F ′とする． このとき， 任意
の 1 ≤ i ≤ nについて， qi ∈ F を示す． F ′の定義より ， ある jについて， qj ∈ F かつ
{q1, . . . , qn} = [qj]． このとき， qi ≈ qjであることから ， ∀w ∈ Σ∗. δ̂(qi, w) ∈ F ⇐⇒

δ̂(qj, w) ∈ F ． ここで， w = εととると ， qi = δ(qi, ε) ∈ F ⇐⇒ qj = δ(qj, ε) ∈ F が
得られる． �

1このあたり は， 離散数学の範疇であり ， すでに学習済みのはずなので， 簡潔に記す．
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補題 4 任意の w ∈ Σ∗について， 任意の p ∈ Qに対して， δ̂′([p], w) = [δ̂(p, w)].

証明． wの長さに関する帰納法で示す．

• 基本ステップ． δ̂′([p], ε) = [p] = [δ̂(p, ε)]より 成立．

• 帰納ステップ． w = xw′ とおく ．

δ̂′([p], xw′) = δ̂′(δ′([p], x), w′) (δ̂′の定義より )

= δ̂′([δ′(p, x)], w′) (δ′の定義より )

= [δ̂(δ(p, x), w′)] (帰納法の仮定より )

= [δ̂(p, xw′)] (δ̂の定義より )

よって， 成立． �

定理 5 M を DFAとするとき， L(M) = L(M/≈)．

証明．
w ∈ L(M) ⇐⇒ δ̂(q0, w) ∈ F (L(M)の定義より )

⇐⇒ [δ̂(q0, w)] ∈ F ′ (補題 3より )

⇐⇒ δ̂′([q0], w)] ∈ F ′ (補題 4より )

⇐⇒ δ̂′(q′
0
, w)] ∈ F ′ (q′

0
の定義より )

⇐⇒ w ∈ L(M/≈) (L(M/≈)の定義より )

�

4 DFAの状態最小化手続き
これまで見てきた他の構成方法と違って， 状態最小化は， そのままでは， どの
よう に ≈やM/≈を計算できるのか自明ではない． ここでは， M/≈の構成手続き
を紹介する．

定義 6 M = (Q,Σ, δ, q0, F )を DFAとする． このとき， 相異なる 2個の状態の集
合を要素とする Dを ， 以下の条件を満たす最小の集合と定義する：
(1) p ∈ F かつ q /∈ F ならば， {p, q} ∈ D

(2)任意の x ∈ Σと相異なる任意の状態p, q ∈ Qについて， {δ(p, x), δ(q, x))} ∈ D

ならば {p, q} ∈ D．

補題 7 {p, q} ∈ D ⇐⇒ p 6≈ q．

証明． まず， p ≈ q
def
⇐⇒ ∀w ∈ Σ∗. δ̂(p, w) ∈ F ⇐⇒ δ̂(q, w) ∈ F であることに注意

すると ， p 6≈ q となることの必要十分条件は， δ̂(p, w) ∈ F かつ δ̂(q, w) /∈ F ， もし
く は， δ̂(p, w) /∈ F かつ δ̂(q, w) ∈ F ， となる w ∈ Σ∗が存在することなのがわかる．
(=⇒) Dの構成に関する帰納法で示す．

1. 条件 (1)により ， {p, q} ∈ D となった場合． このとき ， p ∈ F かつ q /∈ F

が成立する． いま ， p = δ̂(p, ε)， q = δ̂(q, ε)であるから ， δ̂(p, ε) ∈ F かつ
δ̂(q, ε) /∈ F が成立する． よって， p 6≈ q．
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2. 条件 (2) により ， {p, q} ∈ D となった場合． このとき ， ある相異なる状態
p′, q′ ∈ Q {p′, q′} ∈ Dおよび x ∈ Σが存在して， p = δ(p′, x)， q = δ(q′, x)．
帰納法の仮定より ， p′ 6≈ q′． よって， ある w′ ∈ Σ∗が存在して， δ̂(p′, w′) ∈ F

かつ δ̂(q′, w′) /∈ F ， も し く は， δ̂(p′, w′) /∈ F かつ δ̂(q′, w′) ∈ F が成立す
る ． 一般性を失う ことなく ， δ̂(p′, w′) ∈ F かつ δ̂(q′, w′) /∈ F とする ． よっ
て， w = xw′ を考えると ， δ̂(p, w) = δ̂(δ(p, x), w′) = δ̂(p′, w′) ∈ F ， かつ，
δ̂(q, w) = δ̂(δ(q, x), w′) = δ̂(q′, w′) /∈ F が成立する． よって， {p, q} ∈ D．

(⇐=) まず，

性質 (A) : 任意の w ∈ Σ∗について， 任意の相異なる状態 p, qについて，
δ̂(p, w) ∈ F かつ δ̂(q, w) /∈ F または δ̂(p, w) /∈ F かつ δ̂(q, w) ∈ F ならば，
{p, q} ∈ D

が成立することを ， wに関する帰納法で示す．

• 基本ステップ． w = εの場合， 一般性を失う ことなく ， δ̂(p, w) ∈ F かつ
δ̂(q, w) /∈ F の場合を考える． このとき， p = δ̂(p, ε)， q = δ̂(q, ε)であるから ，
p ∈ F かつ q /∈ F となる． よって， 条件 (1)より ， {p, q} ∈ D

• 帰納ステップ． 一般性を失う ことなく ， δ̂(p, w) ∈ F かつ δ̂(q, w) /∈ F の場
合を考える ． このとき ， w = xw′ (x ∈ Σ, w′ ∈ Σ∗) とおく ことが出来る ．
δ̂(p, xw) = δ̂(δ(p, x), w)， δ̂(q, xw) = δ̂(δ(q, x), w)であるから ， δ̂(δ(p, x), w) ∈
F かつ δ̂(δ(q, x), w) /∈ F となる． ここで， δ̂は関数なので， δ̂(δ(p, x), w) ∈ F

かつ δ̂(δ(q, x), w) /∈ F であることから ， δ(p, x) 6= δ(q, x)． よって， 帰納法の
仮定より ， {δ(p, x), δ(q, x) ∈ D． したがって， 条件 (2)より ， {p, q} ∈ D．

(性質 (A)の証明の終わり )

いま ， p 6≈ q と仮定する． このとき， ある w ∈ Σ∗が存在して， δ̂(p, w) ∈ F かつ
δ̂(q, w) /∈ F ， も し く は， δ̂(p, w) /∈ F かつ δ̂(q, w) ∈ F ． よって， 性質 (A) より ，
{p, q} ∈ Dとなる． �

補題 7より ， DFA M = (Q,Σ, δ, q0, F )が与えられたとき， 以下の手続きによっ
て， 集合 {{p, q} | p 6≈ q}が計算できる：

Step 1. D := {{p, q} | p ∈ F, q ∈ Q\F}とおく ．

Step 2. 以下のDadd を計算する．

Dadd =
⋃

x∈Σ,p,q∈Q

{{p, q} | p 6= q, {δ(p, x), δ(q, x)} ∈ D}

Step 3. Dadd ⊆ Dなら終了． そう でなければ， D = D ∪Dadd と更新して， Step

1に戻る．

集合 {{p, q} | p 6≈ q}を使って， p ≈ qは判定できるので， あとは， M/≈の定義に
したがって， M/≈を構成すればよい．
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例 8 以下の 2つの DFA M1 と M2 を考えてみよう ．
M1:

1

0, 1

1

0, 1

0

1

0
0

1

q0

q2

q1

q4

q3

M2:

0
1

0, 10

1

q0

q3

q1

どちらも
{w ∈ {0, 1}∗ | w = 0101 · · · 0}

を認識する DFAとなっている． ここで， M1の q0 と q2 を一緒にし ， q3 と q4 を一
緒にしたものが， M2になることが見てとれるだろうか? 実は， M2は， M1から状
態最小化の手続きを使って得ることが出来る．
M1に状態最小化の手続きを適用するには， 以下のよう な表を考えるとよい． qi
と qj の交差している場所が qi と qj が同じ状態にはならないか (区別されるか)の
印をつける場所になっている． 初期状態は−となっていて， まだ同じになるかど
うか不明であることを表わす． 区別されることがわかったら Xを記すこととする．

q0
− q1
− − q2
− − − q3
− − − − q4

まず， 状態 q1とその他の状態 qi (i = 0, 2, 3, 4)については， q1が受理状態でその
他が受理状態でないので区別される (定義 6の (1))． そこで， 表を以下のように更
新することが出来る．

q0
X q1
− X q2
− X − q3
− X − − q4

次に， 定義 6の (2)を使って， Xを増やせないか考えよう ． 定義 6の (2)は， あ
る入力について， それぞれ， すでに区別されている状態に遷移するよう な 2つの
状態は， 区別できるという ことをいっている． この表ではすでに幾つかの状態に
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ついては区別されているので， その情報を利用することで， Xを増やすことが出
来る． 例えば， q0 と q3については， 入力 0について， それぞれ， すでに区別され
ている q1 と q3に遷移している． したがって， q0 と q3は区別される． 同様にして，
q2と q3， q0と q4， q2と q4について， 区別されることがわかる． このよう にして表
を更新すると ， 以下のよう になる．

q0
X q1
− X q2
X X X q3
X X X − q4

最後に， q0 と q2， それから ， q3 と q4が区別されるかわからないまま残っている．
ここで， q0と q2について見てみると ， 0の場合は， 両者とも q1に遷移している． 1

の場合は， それぞれ q3 と q4 に遷移しているが， q3は q4は区別印がまだついてい
ない． また， q3 と q4については， 0でも 1でも， それぞれ q3 と q4に遷移している
が， q3は q4は区別印がまだついていない． という ことで， Xはもう増やせないこ
とがわかる．
このよう に， Xが増やせなく なったら ， 表は完成である． この表から ， q0 と q2，
それから ， q3 と q4は， 同じ状態にまとめてよいことがわかり ， M2の DFAが得ら
れる．
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